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ABSTRACT 
 
Let R be an associative ring with identity and M be a left R-module unitary. The M-radical of a submodule N 
in a R-module M, rad(N) is defined as the intersection of all prime submodules containing N. Various basic 
properties of M-radicals are discussed in multiplication modules. We determine the elemens of rad(N). 
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ALT MODÜLLERİN RADİKALLERİ ÜZERİNE 
 
ÖZET 
 
R bir asosyatif ve birimli bir halka ve M bir sol R-modül olsun. N , M  nin has alt modülü olsun. N  yi 

içeren bütün asal alt modüllerin kesişimine N  alt modülünün M - radikali denir. N  alt modülünün 

M -radikalini ( )Nrad  ile göstereceğiz. Bu makalede  ( )Nrad  yi elemanlarla belirtmeye çalışacagız. 
Anahtar Sözcükler: Asal alt modüller, radikaller, radikal formülü. 
 
 
1. DEĞİŞMELİ HALKALAR ÜZERİNDEKİ MODÜLLERİN ALT MODÜLLERİNİN 
RADİKALLERİ 
 
Bu bölüm boyunca bütün halkalar değişmeli ve birimli, modüller birimsel R -modüldür. N , 

R -modül M  nin bir alt modülü olmak üzere ( )MN :  = ( )N
MAnn  ile R  nin 

{ }:r R rM N  ∈   ⊂  idealini ifade edeceğiz. 

 
Tanım 1.1. N , R -modül M  nin has alt modülü olsun. Her Rr ∈  ve her Mm ∈  için 

Nrm ∈  olması Nm ∈  veya ( )MNr :∈  olmasını gerektiriyorsa N  ye R -modül 

M  nin bir asal alt modülü denir. 
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Lemma 1.2. N , R -modül M  nin asal alt modülü olması için gerek ve yeter şart ( )MN :  

nin R  halkasının asal ideali olması ve N
M  nin torsion-free -modül( : )

R
N M  

olmasıdır. 
 

Asal alt modülleri örneklerle inceleyelim. 
 
Örnek 1. R  halkasının her asal ideali R -modül R  nin bir asal alt modülüdür. 
 
Örnek 2. R  bir tamlık bölgesi ve ( )MT , R -modül M  nin  has torsion alt modülü olsun. Bu 

halde ( )MT , R -modül M  nin asal alt modülüdür. Gerçekten, Rr ∈≠0  ve 

Mm ∈ olmak üzere ( )MTrm ∈  olsun. Bu halde 0=trm  olacak şekilde Rt ∈≠0  

vardır. R  tamlık bölgesi olduğundan ( )MTm ∈  olduğu görülür. 
 
Lemma 1.2. den N , R -modül M  nin asal alt modülü ise ( )MN : , R  nin asal idealidir. 

Fakat ( )MN : , R  nin asal ideali ise N  nin R -modül M  nin asal alt modülü olduğunu 

genel olarak söyleyemeyiz. ( )MN : , R  halkasının asal ideali iken N  nin R -modül M  
nin asal alt modülü olduğu özel durumları inceleyelim. 

N , R -modül M  nin has alt modülü olsun. Her Rr ∈  ve her Mm ∈  için 

Nrm ∈ , Nm ∉  olması bir n  pozitif tamsayısı için nr ∈ ( )MN :  olmasını 

gerektiriyorsa N  ye asalımsı alt modül denir. 
 
Lemma 1.3. N , R -modül M  nin asalımsı alt modülü olsun. Bu halde N  nin asal alt modül 

olması için gerek ve yeter şart ( )MN :  nin R  nin asal ideali olmasıdır. 
 
Tanım 1.4. M  bir R -modül olsun. M  nin her N  alt modülü I , R  halkasının bir ideali 
olmak üzere IMN =  şeklinde ifade edilebiliyorsa M  ye çarpımsal modül denir. 
 

M  bir çarpımsal R -modül ve N , M  nin alt modülü olmak üzere ( )MN : , R  

nin asal ideali iken N  nin R -modül M  nin asal alt modülü olduğunu gösterelim. İlk olarak şu 
lemmayı inceleyelim. 
 
Lemma 1.5. M  bir R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. N  nin asal alt modül 
olması için  gerek ve yeter şart I , R  nin bir ideali ve D , M  nin bir alt modülü olmak üzere 

NID ⊂  olması ( )MNI :⊂  veya ND ⊂  olmasını gerektirmesidir. 
 
Lemma 1.6. M  çarpımsal R -modül olsun. Bu halde, N  nin asal alt modül olması için gerek 

ve yeter şart ( )MN :  nin R  nin asal ideali olmasıdır. 
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Önerme 1.9. M  bir R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. Eğer N , M  nin bir 
maksimal alt modülü ise asaldır. 
 
İspat. N , M  nin maksimal alt modülü olsun. MmRr ∈∈ ,  olmak üzere Nrm ∈  ve 

Nm ∉  olduğunu kabul edelim. Bu halde MRmN =+  ve böylece 
NRrmrNrM ⊂+=  dir. Bu ise N  nin asal alt modül olduğunu belirtir. 

 
Sonuç. M  sonlu üretilmiş R -modül olsun. Bu halde, M  nin her has alt modülü bir asal alt 
modülde içerilir. 
 
Tanım 1.11. M  bir R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. Eğer bir P  asal alt 
modülü için PN ⊂  ve P  bu özellikte en küçük asal alt modül ise, P  ye N  alt modülünün 

minimal asal alt modülü denir. ( )0  alt modülünün minimal asal alt modülü, M  nin minimal 
asal alt modülüdür.   
 
Önerme 1.12. M  bir R -modül ve N , M  nin alt modülü olsun. Eğer N  alt modülü 
M nin P  asal alt modülünde içerilirse, N  nin minimal asal alt modülü P  de içerilir. 
Sonuç. M  sonlu üretilmiş R -modül olsun. M  nin her has alt modülü en az bir minimal asal 
alt modül içerir. 
 
Tanım 1.13. M  bir R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. N  yi içeren bütün asal 
alt modüllerin kesişimine N  alt modülünün M - radikali denir. N  alt modülünün M -

radikalini ( )Nrad  ile göstereceğiz. Özel olarak,, ( )0rad  ye de M  nin asal radikali denir 
ve bütün asal alt modüllerin kesişimidir. 
 
Teorem 1.14. M  sonlu üretilmiş R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. N  nin 
M - radikali, N  nin minimal asal alt modüllerinin kesişimidir. 
 
Önerme 1.15. N  ve L , R -modül M  nin alt modülleri olsunlar. Bu halde  
  

(1) ( )NradN ⊂  

(2) ( ) ( ) ( )LradNradLNrad ∩⊂∩  

(3) M  çarpımsal R -modül olmak üzere ( ) ( ) ( )LradNradLNrad ∩=∩  

(4) I , R  halkasının bir ideali olmak üzere ( ) ( )MIradIMrad =  dır. 

(5) I , R  nin bir ideali olmak üzere ( ) ( )IMradMIrad n =  dir. 
 
İspat. (1) ve (2) doğru olduğu açıkça görülür.  
 

(3) ( ) MLNrad =∩  eşitliği var ise ( ) ( ) MLradNrad ==  ve böylece 

( ) ( ) ( )LradNradLNrad ∩=∩  olduğu görülür. Şimdi, 
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( ) MLNrad ≠∩ olduğunu kabul edelim. Bu halde PLN ⊂∩  olacak şekilde bir P  

asal alt modülü vardır. PLN ⊂∩  olması ( ) ( ) ( )MPMLMN ::: ⊂∩  olmasını 

gerektirir. ( )MP :  asal ideal olduğundan dolayı ( ) ( )MPMN :: ⊂  veya 

( ) ( )MPML :: ⊂  olmasını gerektirir. M  nin çarpımsal modül olduğunu kabülümüzden 

biliyoruz. Bu halde, ( ) ( ) PMMPMMNN =⊂= ::  veya 

( ) PMMPMMLL =⊂= ):(:  olduğu görülür. Böylece 

( ) ( ) ( )LNradLradNrad ∩⊂∩ dir. (2) den ( ) ( ) ( )LradNradLNrad ∩=∩  
sonucunu elde ederiz. 

(4) ( ) ( )rad IM rad I M⊂ dir. ( ) MIMrad =  ise ( ) ( )MIradIMrad =  

olduğu açıkça görülebilir. Bu halde ( ) MIMrad ≠  olduğunu kabul edelim. Böylece IM  yi 

içeren p -asal P  alt modülü vardır ve ( ) ( ) pMPMIMI =⊂⊂ ::  dir. Bundan 

dolayı,  I ⊂ p  ve böylece MI ⊂ PpM ⊂  dir. IM yi içeren her P asal alt modülü 

için ( )rad I M P⊂  dir. ( ) ( )IMradMIrad ⊂  ve 

( ) ( )IMradMIrad = dir. 

(5) nI = I olduğundan ( )MIrad n = ( )MIrad n = ( )MIrad = ( )IMrad  
eşitliği vardır. 
 

Genel olarak bir R -modül M  nin radikalini elemanlarla belirtmek zordur. Bu 
konuyla ilgili birçok çalışma vardır. Bu çalışmalardan elde edilen iki sonucu verelim. 
 
Teorem 1.16. M  sonlu üretilmiş, çarpımsal R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. 

Bu halde ( )Nrad = MMN ):(  dir. 
 
Teorem 1.17. R  bir Dedekind bölgesi ve M  bir R -modül olsun. Bu halde  

( )Mrad ={ m =r1m1+r2m2+...+rnmn  :  ri∈ R , mi∈ M  ve ri
kmi=0 ( )ni ≤≤1 } dir. 

 
2. DEĞİŞMELİ OLMAYAN HALKALAR ÜZERİNDEKİ MODÜLLERİN, ALT 
MODÜLLERİNİN RADİKALİ 
 
Tanım 2.1. M  sol R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. Her Rr ∈  ve Mm ∈  

için NrRm ⊂  olması Nm ∈  veya ( )MNr :∈  olmasını gerektiriyorsa N  ye M  nin 
asal alt modülü denir. 
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Önerme 2.2. M  bir sol R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. Bu halde N  nin asal 
alt modül olması için gerek ve yeter şart N  yi has olarak içeren M  nin her K  alt modülü için 

( ) ( )MNKN :: =  olmasıdır. 
 
Tanım 2.3. R  bir halka ve M  bir sol R -modül olsun. Herhangi Mm ∈  için, 

( ) { }: 0Ann m r R rm=  ∈ =  sol idealine m  elemanının annihilatörü denir. Ayrıca, 

( ) { }: 0Ann M r R rM=  ∈ =  idealine M  nin annihilatörü denir. Eğer 

( ) 0=MAnn  ise M  ye faithful denir. 
 
Tanım 2.4. Sol R -modül M  ye her sıfırdan farklı alt modülü faithful ise fully faithful denir. 
 
Teorem 2.5. M  bir sol R -modül ve N , M  nin has alt modülü olsun. N  nin asal alt modül 

olması için gerek ve yeter şart ( ) PMN =:  nin R  halkasının bir asal ideali olması ve sol 

P
R  - modül N

M  nin fully faithful olmasıdır. 

,N M nin has alt modülü olsun. N nin radikalini N de içerilen tüm asal alt 

modüllerin kesişimi olarak tanımlayacağız ve ( )rad N  ile göstereceğiz. Bu bölümde kalıtsal 

halkalar üzerindeki modüllerin radikalini elemanlarla belirtmeye çalışacağız. 
 
Tanım 2.6. R  bir halka ve M  bir sol R -modül olsun. Bununla beraber Rri ∈  ve 

Mm ∈1  ( )1, 2,3,...i =   olsun. Eğer 1 1 1i i ir m r Rrm+ ∈ , iii Rrrr ∈+1  

( )1, 2,3,...i =   olacak şekilde her ,...,, 131211 mrmrmr  dizisi sıfırla bitiyorsa M  nin 11mr  

elemanına kuvvetli nilpotent denir. ( )MW  ile sol R -modül M  nin kuvvetli nilpotent 
elemanları tarafından üretilen alt modülünü göstereceğiz. 
 
Lemma 2.7. R  bir halka ve M  bir sol R -modül olsun. Bu halde ( ) ( )MradMW ⊂  dir. 

İspat. Rr ∈1  ve Mm ∈1  olmak üzere ( )Mradmr ∉11  olduğunu kabul edelim. 

Bu halde, 11mr  nin kuvvetli nilpotent olmadığını göstermek yeterlidir. ( )Mradmr ∉11  

olduğundan dolayı Nmr ∉11  olacak şekilde N  asal alt modülü vardır. N  asal altmodül 

olduğu için NmRrr ⊄111  ve böylece Nmr ∉12  olacak şekilde 11112 mRrrmr ∈  elemanı 

vardır. Benzer şekilde N  asal alt modül olduğundan dolayı NmRrr ⊄122  ve böylece 

Nmr ∉13  olacak şekilde 12213 mRrrmr ∈  elemanı vardır. Bu halde iii Rrrr ∈+1  ve 

111 mRrrmr iii ∈+  ( ),...3,2,1=i  olacak şekilde ,...,, 131211 mrmrmr  dizisi vardır ve sıfırla 

sonuçlanmaz. Bu ise 11mr  nin kuvvetli nilpotent olmadığını gösterir. 
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Lemma 2.8. R  bir halka ve M  bir Mm ∈  için RmM =  olacak şekilde devresel R -

modül olsun. Ayrıca RP,  halkasının bir asal ideali ve ( ) PmAnn ⊂  olsun. Bu halde 

,Pm M  nin asal alt modülüdür ve ( )MPmP :=  dir. 
 
İspat. Me ∈  ve Rr ∈  olsun. Bunula beraber bir Rs ∈  için sme =  olmak üzere 

Pmr ⊂Re  olsun. Bu halde PmrRsm ⊂  dir. ( ) PmAnn ⊂  olduğu için PrRs ⊂  

ve böylece Pr ∈  veya Ps ∈  dir. Bu ise PmrRmrM ⊂=  veya Pmsme ∈=  
olmasını gerektirir. Böylece Pm  asal alt modüldür. 

( )MPmP :⊂  olduğunu görmek kolaydır. İspatı tamamlamak için 

( ) PMPm ⊂:  olduğunu gösterelim. Bunun için ( )MPmr :∈  olduğunu kabul edelim. 

Bu halde PmrRm ⊂  dir. ( ) PmAnn ⊂  olduğundan dolayı PrR ⊂  ve böylece Pr ∈  
dir. 
 
Teorem 2.9. R  bir halka ve M   bir Mm ∈1  için 1RmM =   olacak şekilde devresel R -

modül olsun. Bununla beraber ( ) ( )RradmAnn ⊂1  olsun. Bu halde ( ) ( )MWMrad =  
dir. 
 
İspat. Lemma 4.2 vasıtasıyla ( ) ( )MradMW ⊂  olduğunu biliyoruz. Bu halde 

( ) ( )MWMrad ⊂  olduğunu göstermek yeterlidir. ( )IiPi ∈  lar  R  nin asal idealleri ve  

1mPi  alt modülleri M  nin  asal altmodülleri olmak üzere ( )Mrad ⊂ 

I
Ii

imP
∈

=)( 1 (I
Ii

iP
∈

) 1m  = ( ) 1mRrad  olduğu görülür. ( ) ,rad R R  halkasının kuvvetli 

nilpotent elemanlarından oluştuğu için, ( ) 1mRrad  her elemanı kuvvetli nilpotenttir. Bu halde 

( ) ( )MWmRrad ⊂1  ve böylece ( ) ( )MWMrad ⊂  dir. 
 
Önerme 2.10. R  bir halka ve M  bir sol R - modül olsun. Eğer MN ,  nin altmodülü ise 

( ) ( )MWNW ⊂  dir. 
 
İspat. İspat açıktır. 
 
Lemma 2.11. R  bir halka ve M  bir sol R -modül olsun. Bu halde ( ) ( )MradNrad ⊂  
dir.  
 
İspat. P , sol R -modül M  nin asal alt modülü olsun. PN ⊂  ise ( ) PNrad ⊂  dir. Bu 

halde PN ⊄  olduğunu kabul edelim. Böylece PN ∩  alt modülü N  nin asal alt modülü 
olur. Gerçekten, NnRr ∈∈ ,  olmak üzere PNrRn ∩⊂  ve 

( )NPNr :∩∉ = ( )NP :  olduğunu kabul edelim. Bu halde P  asal alt modül olduğu için 
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Pn ∈  ve böylece PNn ∩∈  dir. Bu ise ( ) PPNNrad ⊂∩⊂  olduğunu gösterir. 

Sonuç olarak ( ) ( )MradNrad ⊂  olduğunu görebiliriz. 
 

Lemma 2.12. R  bir halka ve M , ( )iN i I  ∈  lar alt modül olmak üzere ii I
M N

∈
= ⊕  direk 

toplamı olsun. Bu halde ( ) ( )ii I
rad M rad N

∈
= ⊕  dir. 

 
İspat. Lemma 2.11 vasıtasıyla her Ii ∈  için ( ) ( )MradNrad i ⊂  dir. Bu halde 

( ) ( )ii I
rad N rad M

∈
⊕ ⊂  olduğu görülür. Mm ∈  olmak üzere 

∑
∈

=
Ii

imm ∉ ( )ii I
rad N

∈
⊕  olduğunu kabul edelim. Bu bize ( )kk Nradm ∉  olacak 

şekilde Ik ∈  olduğunu belirtir. Bu halde 
*

kN , kN  nın asal alt modülü olmak üzere 

*
kk Nm ∉  olduğunu görürüz. Şimdi ( )*

k ii k
K N N

≠
= ⊕ ⊕  olduğunu kabul edelim. Bu 

halde K  asal alt modüldür. Gerçekten, Rr ∈  ve i
i I

s s M
∈

= ∈∑  olmak üzere KrRs ⊂  

olsun. Bu halde 
*

kk NrRs ⊂  dır. 
*

kN  altmodülü kN  nın asal alt modülü olduğundan 
*

kk Ns ∈  veya 
*

kk NrN ⊂  olduğunu ve böylece Ks ∈  veya KrM ⊂  olduğunu 

söyleyebiliriz. Bununla beraber Km ∉  olduğundan dolayı, ( )Mradm ∉    dir. Sonuç 

olarak ( ) ( )ii I
rad M rad N

∈
= ⊕  dir. 

 
Lemma 2.13. R  bir halka ve M , ( ) ( )MWMrad =  olacak şekilde bir sol R -modül 

olsun. Bu halde M  nin direk toplamındaki herbir N  alt modülü için ( ) =Nrad ( )NW  dir. 
 
İspat. Sol R  modül M  nin bir K  alt modülü için KNM ⊕=  olduğunu varsayalım. 

Lemma 4.2 vasıtasıyla ( ) ( )NradNW ⊂  olduğunu biliyoruz. İspatı tamamlamak için 

( ) ( )NWNrad ⊂  olduğunu ispatlıyalım. Bunun için ( )Nradm ∈  olduğunu kabul 

edelim. Bu halde lemma 4.6 vasıtasıyla ( )Mradm ∈  dir. Varsayımımızdan dolayı 

{ }1, 2,3,...,i n∈    ve ,i ix N y K∈ ∈ , iiiiii yrxrmr += , 1 2, ,..., na a a R∈  olmak 

üzere 1 1 1 2 2 2 ... n n nm a r m a r m a r m= + + +  dir. Bu toplamda her  { }ni ,...,3,2,1∈  için 

iimr  elemanlarının kuvvetli nilpotent olduğunu biliyoruz. Bundan dolayı, 

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2... ...n n n n n nm a r x a r x a r x a r y a r y a r y= + + + + + + +  eşitliği elde edilmiş 
olur ve böylece 
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( )1 1 1 2 2 2 ... n n nm a r x a r x a r x− + + + = 1 1 1 2 2 2 ... n n na r y a r y a r y N+ + + ∈  sonucunu 

elde ederiz. Bu halde, 1 1 1 2 2 2 ... n n nm a r x a r x a r x= + + +  ve  böylece ( )NWm ∈  dir. 
 
Lemma 2.14. R  bir halka ve M , projektif R -modül olsun. Ayrıca her Mm ∈  için 

( ) ( )RradmAnn ⊂  olduğunu kabul edelim. Bu halde ( ) ( )MWMrad =  dir. 
 
İspat. Bir serbest F modülü için, M  projektif modülü bu F  modülünün direk toplamında 
bulunacak şekilde varlığını biliyoruz. ( )IiFi ∈  alt modülleri devresel alt modüller olmak üzere 

iIi
FF

∈
⊕=  eşitliği vardır. Lemma 2.12 den ( ) ( )iIi

FradFrad
∈
⊕=  eşitliği vardır. Fakat her 

Ii ∈  için ( ) ( )ii FWFrad = ( )FW⊂  olduğundan ( ) ( )FWFrad ⊂  dir. Bundan 

dolayı ( ) ( )FWFrad =  dir. Lemma 2.13 vasıtasıyla ( ) ( )MWMrad =  eşitliği vardır. 
 
Tanım 2.15. Bir R  halkasında tüm sağ ve sol idealler projektif R -modül ise R  ye kalıtsal 
halka denir. R  halkası sağ ve sol Noetherian ise kısaca Noetherian olarak adlandıralacaktır. Bir 
R halkası kalıtsal, Noetherian, sağ Artinian değil ve asal ise R  halkasını KNA -halkası olarak 
adlandıracağız. 
 
Teorem 2.16.  R  bir KNA -halkası ve M  sonlu üretilmiş R -modül olsun. Bununla beraber 

her Mm ∈  için ( ) ( )RradmAnn ⊂  olsun. Bu halde ( ) ( )MWMrad =  dir. 

İspat. ( ) ( )MradMW ⊂  olduğunu biliyoruz. ( )IiMi ∈  lar projektif veya devresel 

modüller olmak üzere iIi
MM

∈
⊕=  dir. Bu halde ( ) ( )iIi

MradMrad
∈
⊕=  = ( )iIi

MW
∈
⊕  

⊂ ( )MW  dir. Sonuç olarak ( ) ( )MWMrad =  dir. 
 
Lemma 2.17. R  bir halka, M  ve S  sol R-modüller olsunlar. Ayrıca SMf →:  

çekirdeği K  olan örten homomorfizma olsun. Bu halde M nin K  yı içeren asal alt 
modülleriyle S  nin asal alt modülleri arasında bire bir eşleme vardır. 
 
İspat. N , M nin çekirdek K  yı içeren asal alt modülü olsun. Rr ∈  ve Mm ∈  olmak 

üzere ( ) ( )NfmrRf ⊂  fakat ( ) ( )Nfmf ∉  olsun. f (N) nin asal alt modül olduğunu 

göstermek için  ( )NfrS ⊂   kapsamının gerçeklendiğini göstermek yeterlidir. 

( ) ( )NfrRmf ⊂ olduğundan dolayı, KNrRm ⊂− ve böylece 

NNKrRm =+⊂  ve Nm ∉  dir. N  asal alt modül olduğundan dolayı NrM ⊂  

dir. Bu halde ( )rS rf M= = ( ) ( )NfrMf ⊂  dir. 

Tersine L  sol R -modül S  nin asal alt modülü olsun. Bununla beraber, Mt ∈  ve 

Rr ∈  olmak üzere ( )LfrRt 1−⊂  ve )(1 Lft −∉  olsun. Bu halde 
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LLffrRtf ⊂⊂ − ))(()( 1  ve böylece ( ) LtrRf ⊂  dir. L  asal alt modül ve 

( ) Ltf ∉  olduğundan LrS ⊂  ve böylece ( ) LMrf ⊂  dir. Bu ise 

))((1 rMffrM −⊂ ⊂ ( )Lf 1−  olmasını gerektirir.   
 
Tanım 2.18. R  bir halka ve M  bir sol R -modül olsun. Eğer M  nin her N  alt modülü için 

rad( N
M )=W( N

M ) ise M  ye radikal formülü sağlıyor denir. 

 
Tanım 2.19. R  bir halka, M  bir sol R -modül ve N , M  nin alt modülü olsun. Herhangi 

Rr ∈  ve Mm ∈  için NrRrm ⊂  olması Nrm ∈  olmasını gerektiriyorsa N  ye yarı 
asal alt modül denir. 

N  alt modülü asal alt modüllerin kesişimi ise N  nin yarı asal olduğu açıktır. Fakat 
yarı asal alt modülün asal alt modüllerin bir kesişimi olarak yazılıp yazılmadığı bir açık 
problemdir. Bu problemin özel bir halde ispatını yapalım. 
 
Teorem 2.20. R  bir halka ve M  bir sol R -modül olsun. Eğer M  radikal formülü sağlıyorsa 

M  nin her yarı asal alt modülü asal alt modüllerin kesişimidir. Ayrıca, W( )(MW
M )={ 0 } 

dır. 
 

İspat. N , M  nin yarı asal alt modülü olsun. Bu halde W( N
M )={ 0 } dır. Gerçekten, 

MmRr ∈∈ 11 ,  olmak üzere Nmr ∉11  ise ,...3,2,1=i  ve Nmri ∉1  olacak şekilde 

,..., 1211 mrmr  dizisi vardır. Bu halde 1r 1m , N
M  nin kuvvetli nilpotent elemanı değildir. 

Varsayımımızdan ( )N
Mrad ={ 0 } dır. Lemma 2.17 den N , M  nin asal alt modüllerinin 

kesişimidir. Bunun yanında, ( ) ( )MradMW =  olması ( )MW  nin yarı asal olması 

anlamına gelir. Bundan dolayı W( )(MW
M )={ 0 }. 
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