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FINITE ELEMENT MODELLING OF SPUR GEARS 
 
 
ABSTRACT  
 
The finite element method is a powerful technique used in the analysis of the engineering problems.  The 
method gives adequete solutions to the stress concentration problems where exact analytical solutions not 
available. In this study, the principles of modelling spur gears for finite element stress analysis  are examined. 
The model developed  is analyzed and the results are given comparing with other researchers. 
Keywords: Düz dişli çark, gerilme analizi, sonlu eleman metodu 
 
ÖZET 
 
Sonlu elemanlar metodu mühendislik problemlerinin analizinde kullanılan güçlü bir sayısal tekniktir. 
Özellikle gerilme yığılmasının söz konusu olduğu problemlerde, sonlu elemanlar metodu uygun modelleme 
ile tatminkar neticeler vermektedir. Bu çalışmada düz dişli çarkların sonlu elemanlar metodu ile gerilmelerinin 
analizinde dikkat edilmesi gereken hususlar ele alınmıştır. Modelin tesisinde yapılan kabuller ve izlenen 
adımlar izah edilmiştir. Tesis edilen dişli çark sonlu elemanlar modeli analiz edilmiş ve elde edilen neticeler 
diğer araştırmacıların neticeleri ile karşılaştırılarak verilmiştir. 
Anhatar Sözcükler: Spur gear, stres analysis, finite element method  
 
 
1. GİRİŞ  
 
Dişli çark dizaynında dişdibi gerilmelerinin analizi temel problemdir. Dişdibi gerilmelerinin 
bilinmesi, dişli hasarına karşı önlem almada ve yük taşıma kapasitesinin arttırılması bakımından 
önem arz etmektedir. Analitik metodlara alternatif olarak, Wilcox ve Coleman [1], sonlu eleman 
metodunu (SEM) dişdibi gerilmelerini analiz etmek için dişli çarklara uygulamışlardır.  Analiz 
neticesinde simetrik ve simetrik olmayan diş profilleri için dişdibi gerilmeleri hesaplanmıştır. 
Çalışmada iki boyutlu dişli çark sonlu eleman modelini tesisinde göz önüne alınan hususlar 
belirtilmiştir. Chabert ve arkadaşları [2] tatminkar doğrulukta netice veren dişli çark sonlu 
elemanlar modelinin diş sayısı ve göbek derinliğini tayin etmişler ve kurdukları modelle 
gerçekleştirdikleri analizler neticesinde dişdibinde gerilmeyi hesaplayan bir ifade tesis 
etmişlerdir. Tobe ve arkadaşları [3], geliştirdikleri sonlu eleman modeli ile dişteki gerilmeyi ve 
yükleme noktasındaki şekil değişimini incelemişlerdir.  Bahsedilen çalışmalarda [1-3] tek dişten 
oluşan sonlu eleman modelleri kullanılmıştır.    
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Dişli çark sonlu elemanlar modelini elde etmek için her şeyden önce dişli profilini tayin 
eden analitik ifadelerin uygun bir programlama yaklaşımı ile bilgisayar ortamına aktarılması 
gerekmektedir. Literatürde mevcut çalışmalarda, çeşitli metodlarla diş profilini tayin eden analitik 
ifadeler tesis edilmiştir [4-7]. 

Bu çalışmada evolvent profilli düz dişli çarkların sonlu elemanlar modellenmesinde 
dikkat edilmesi gereken hususlar hakkında bilgi verilmiştir. Dişdibi bölgesinde yorulma çatlağını 
tetikleyen gerilme yığılmasını yükleme şartlarına göre inceleyen modelin tesisi ele alınmıştır. 
Uygulama ANSYS genel amaçlı sonlu eleman analiz paket programında gerçekleştirilmiştir.  
Çalışmada geliştirilen dişli çark sonlu elemanlar modelinin analizinden elde edilen neticeler diğer 
araştırmacıların modelleri ile karşılaştırılarak verilmiştir.  
 
2. DİŞLİ ÇARK GEOMETRİSİ  
 
Düz dişli çark geometrisi diş yan yüzeylerinde evolvent eğrisinden  ve diş yan yüzeylerini diş dibi 
dairesine bağlayan trokoid formda kök eğrisinden  meydana gelmektedir (Şekil 1). Kesici takımın 
geometrisi diş profilini tayin etmektedir. Trokoidal kök eğrisini ve evolvent profili tayin eden 
ifadeler dişli çarkların analitik mekaniğinden elde edilmektedir [4,5].  
 

  
Şekil 1. Düz dişli çark geometrisi [5]  

 
Litvin tarafından geliştirilen düz dişli çark diş profili oluşturma metodunda belirtilen ve 

kremayer bıçakla dişli imalatının simüle eden parametrik ifadeler, Fetvacı ve İmrak tarafından 
bilgisayar ortamında kullanılmak üzere düzenlenmiş haliyle bu çalışmada evolvent düz dişli 
profili elde etmek için kullanılmıştır [4,8]. Bu çalışmada ele alınan evolvent diş profilini elde 
etmek için kullanılan kremayer bıçak ve modellemede kullanılacak evolvent profili Şekil 2’de 
görülmektedir.  

Kesici takımın geometrisi Şekil 3’de görülmektedir. Kesici takımın yan yüzeyi dişlinin 
evolvent profilini, takım ucunun yay kısımı dişlinin trokoid forma kök eğrisini ve nihayet takım 
ucunun doğru kısmı ise dişdibini dairesini belirlemektedir. 
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Şekil 2. Evolvent profilin oluşturulması  

 

  
Şekil 3. Kesici takım geometrisi ve takım ucu detayı  

 
3. SONLU ELEMANLAR MODELLEMESİ 
 
Sonlu elemanlar metodunda, problem geometrisi birbirlerine düğüm noktalarından bağlı ve 
kenarları boyunca temas eden çok sayıda  özellikleri bilinen  basit geometrik şekiller ile temsil 
edilmektedir. Herbir elemanda fiziksel davranış diferansiyel denklemler ile tanımlanmaktadır. 
Bütün bu elemanlar birleştirilmekte ve birbirine komşu elemanlarda süreklilik ve denge şartları 
sağlanmaktadır. Neticede lineer cebrik denklem takımı ile problemin tümünün fiziksel davranışı 
tanımlamakta ve uygun sayısal metod ile çözüm elde edilmektedir [9]. 
 
3.1. Sonlu Eleman Formülasyonu   
 
2-Boyutlu sonlu elemanlar modellenmesinde kullanılan elemanlar seçilen yerdeğiştirme 
fonksiyonuna göre lineer veya  ikinci dereceden, elemanın geometrik şekline göre ise üçgen veya 
dörtgen formda olabilirler. Lineer dörtgen elemanda sadece köşelerde düğüm noktası olmasına 
karşın, ikinci dereceden dörtgen elemanda ilave olarak kenar-ortalarda da düğüm noktası vardır. 
Bu durum eğrisel yüzeyli geometrilerin modellenmesinde daha hassas bir yaklaşım sağlar ve 
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analizin doğruluk derecesini iyileştirir [10]. Bu çalışmada kullanılan 8-düğüm noktalı ve ikinci 
dereceden yerdeğiştirme fonksiyonlu sonlu eleman Şekil 4’de gösterilmiştir. 
 

  
Şekil 4. 8-düğüm noktalı dörtgen sonlu eleman 

  
Eleman şekil fonksiyonları  köşe düğüm noktalarında (1,2,3 ve 4 numaralı düğümlerde), 

)1)(1)(1(
4
1

−+++= iiiiiN ηηξξηηξξ                                                                      (1) 

burada iξ ve iη  ilgili düğüm noktasının doğal koordinatlarıdır. Şekil 4’de görülen 5, 6, 7 ve 8 
numaralı düğümler, kenar-orta düğüm noktaları olup, eleman şekil fonksiyonları (2) ve (3) 
numaralı denklemde verilmiştir. 0=iξ  olduğu 5 ve 7 numaralı düğüm noktalarında, 
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0=iη olduğu 6 ve 8 numaralı düğüm noktalarında, 
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2
1 2ηξξ ++= iiN                                                                                                  (3) 

Eleman içindeki herhangi bir P noktasının yerdeğiştirme bileşenleri (u, v), şekil 
fonksiyonları iN  ve düğüm noktası yerdeğiştirmeleri (ui, vi) cinsinden, 
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denklemler ile ifade edilmektedir. Şekil değiştirme vektörü ise, 
Bq=ε                                                                                                                          (5) 

olarak yazılabilir.  Bu denklemde yerdeğiştirmeleri  şekil değiştirmelere bağlayan B(3x16) 
matrisi, doğal koordinatlarξ  ve η  değişkenleri ile düğüm noktalarının global koordinatlarını 
içermektedir.  Elemanın düğüm noktası yerdeğiştirme vektörü  

[ ]8811 .... vuvuq =                                                                                              (6) 
dir. Elemanın rijitlik matrisi aşağıdaki denklemde ifade edilmektedir. 
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4. DİŞLİ ÇARK SONLU ELEMAN MODELİ   
 
Düz dişli çarklarda, diş radyal eksene (diş merkez doğrusu) göre simetriktir.  Diş formu genişlik 
doğrultusunda değişmediğinden ve teorik olarak diş genişliği boyunca kuvvet dağılışının düzgün 
olduğu kabul edilebildiğinden dişler iki boyutlu cisim olarak modellenebilir [11-13].  Dişlerin üç 
boyutlu olarak modellenmesi, iki boyutlu modellemedeki  benzer neticeleri vermekle birlikte, 
model hazırlama ve çözüm süresi (hesaplama maliyeti) uzun ve zahmetli olacağından tercih 
edilmemektedir. 
 
4.1. Eleman Tipi ve Malzeme Özellikleri 
 
Malzeme homojen, izotropik ve Hook Kanuna göre elastiktir. Elastisite modülü ve poisson oranı 
malzeme özellikleridir. Bu özelliklere göre, yukarıda matematiksel özellikleri açıklanan 2-
Boyutlu izoparametrik dörtgen eleman modellemede kullanılmıştır. 
 
4.2. Sonlu Eleman Ağının Tesisi  
 
Fetvacı, çözüm yöntemine bağlı olarak dişli çark sonlu eleman ağlarının değişik şekillerde 
oluşturabileceğini vurgulayarak, modelin tesis edilmesinde takip edilen adımları detaylı olarak 
sunmuştur [14]. Buna göre, tek bir dişi uzayda belirleyen tel kafes model, yardımcı çizgiler ile 
bölgelere ayrılır. Bu bölgelere katı model özelliği verildikten ve eleman tipi ile malzeme 
özellikleri belirlendikten sonra uygun eleman dağılımı tayin edilerek sonlu eleman modeli elde 
edilmektedir. Tek bir dişden oluşan çözüm bölgesi, katı modeli ve sonlu eleman modeli Şekil 
5’de gösterilmiştir.  
 

                              
        (a) Çözüm bölgesi                           (b) Katı model                        (c) Sonlu eleman modeli 

 
Şekil 5. Dişli çark sonlu elemanlar modelinin elde edilmesi  

 
4.3. Sınır  Şartlarının Tatbik Edilmesi  
 
Statik sınır şartı diş kuvvetidir. Kuvvetin tatbik açısı evolvent geometrisinden tayin edilmektedir. 
Bu açıya göre kuvvetin radyal ve teğetsel bileşenleri hesap edilerek tatbik edilir. Uygun işlemlerle 
diş kuvveti her noktada yüzeye normal doğrultuda da tatbik edilebilir.   
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Dişler yük paylaşımını sağlayacak hassasiyette imal edilmediği düşünülerek diş kuvvetinin diş 
ucunda tam değerde etki ettiği kabul edilmiştir.  Bu nedenle diş dibinde azami gerilmeyi sağlayan 
yük tatbik noktası diş ucudur ve bu durum Şekil 6’da  gösterilmiştir[13].   
 

  
 

Şekil 6. Diş kuvvetinin diş ucundan tatbiki 
 

Kinematik sınır şartı, diş sektörünün radyal kenarlarına ve tabanına tatbik edilen yer 
değiştirme kısıtlamalar olup, çözüm bölgesinde bulunacak diş adedini belirler. Bir dişli çarkı tüm 
dişleri ile modelleme uzun hesaplama zamanı gerektirdiğiden tercih edilmemektedir. Bunun 
yerine bütün sınır şartları ve parametrelerin tanımlanmasına imkan sağlayan dişli sektörler göz 
önüne alınır [15,16]. Bir dişte meydana gelen gerilmeler, öncelikle o dişe doğrudan tatbik edilen 
kuvvete bağlıdır. En kötü hal olarak tüm yükün temastaki tek dişin taşıdığı hal ele alındığında, tek 
bir dişten oluşan sektör halindeki modeli tesis etmek uygun bir çözümdür. Böylece kalan kısımda 
yerdeğiştirmeler ihmal edilerek model basitleştirilmektedir [2,3,17]. 
 
5. DİŞLİ MODELİNİN GERİLME ANALİZİ VE KARŞILAŞTIRILMASI 
 
Literatürdeki genel eğilimde dişli çark sonlu eleman modelleri tek dişten tesis edilmiştir. Diş 
kuvvetide modellere tekil yük olarak tatbik edilmiştir. Ağlar incelendiğinde diş merkez doğrusuna 
simetrik olarak tesis edildikleri ve kök bölgesindeki gerilme yığılmasını   temsil etmek için 
eleman yoğunluğunun bu bölgeden simetri eksenine göre tedrici olarak azaltıldığı görülmektedir. 
Literatürde mevcut çalışmalardan ikisi aşağıda sunulmuştur. 

Chabert ve arkadaşları, iki boyutlu dişli çark sonlu eleman modelini 6-düğüm noktalı 
üçgen elemanlar ile tesis etmişlerdir. Düzlem birim şekil değiştirme kabulü yapılmıştır. 
Hesaplamalarda kolaylık açısından tek dişten tesis edilen modelin yeterli olacağı belirtilmiştir. 
Yük diş ucuna yakın bir mesafeden tekil olarak tatbik edilmiştir.   Şekil 7-a' da tesis edilen model 
görülmektedir.  

Tobe ve arkadaşları, 6-düğüm noktalı eleman tesisinde düzlem birim şekil değiştirme 
halini kabul etmişlerdir. Yük diş ucuna tekil olarak tatbik edilmiştir. Şekil 7-b’de model 
görülmektedir.  

Bu çalışmada geliştirilen ve kök bölgesinin sınr şartlarının etkisinden izole edildiği dişli 
çark sonlu eleman modeli  Şekil 8’de görülmektedir. 
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(a) Chabert ve arkadaşları’nın modeli [2]      (b) Tobe ve arkadaşları’nın modeli [3] 
 

Şekil 7.  Literatürde tesis edilmiş dişli modelleri 
 

 Şekil 8. Dişli çark sonlu eleman modeli  
 

Bu çalışmada, gerilme analizi için tesis edilen modelde, modül m =3 mm, diş sayısı z 
=20 ve  kavrama açısı α = 20º ve sektör kalınlığı 2·m olarak alınmıştır. Analizler, N=6 kW 

F
F
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gücünde ve n=1500d/d hız değerinde sabit moment nakline göre belirtilen diş sayılarında 
yapılmıştır.  

Chabert ve arkadaşları ile Tobe ve arkadaşları’nın tesis ettikleri modeller ile bulunan 
neticelerin, bu çalışmada tesis edilen modelden elde edilen neticeler ile karşılaştırılmasında 
modül, diş sayısı ve sektör kalınlığı ele alınmıştır. Ancak dişdibi gerilmelerini belirleyen 
faktörlerden biri olan  ve Şekil 3’de gösterilen kesici takıma ait uç yuvarlatma yarıçapı DIN 867 
standartında belirlenen 0.375·m değeri ile kullanılmış olup, değişiminin dişdibi gerilmeleri 
üzerindeki etkisi çalışma konusu dışında tutulmuştur. 

Normalize gerilme σN, çekme tarafındaki maksimum gerilme σT, diş kuvveti F, modül 
ve diş genişliğine bağlı olarak σN = σT / (F / b·m) ifadesiyle verilmiştir. Çekme tarafındaki 
maksimum gerilme, diş kuvvetine göre normalize edilmiş değerler birim diş genişliği (b =1) için 
hesaplanmıştır. Normalize gerilme değerlerinin diş sayılarına göre değişimi Şekil 9'da 
gösterilmiştir.  
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Şekil 9. Diş sayısına göre gerilmelerin değişimi  
 

Chabert ve arkadaşlarının kullandığı model, üçgen elemanlardan oluşmakta, bu 
çalışmada tatbik edilen dişli modeli ise dörtgen elemanlardan oluşmaktadır. Diş sayısının 20’den 
40 kadar olan değerleri için azami gerilmenin değişimi Tobe  ve arkadaşlarının elde ettiği 
değerlere yakın değerlerdedir. Değerler arasındaki fark seçilen eleman tipinin etkisini 
göstermektedir.. Chabert ve arkadaşlarının elde ettiği gerilme değerlerindeki farklılık, çözüm 
bölgesinin sınırlarından kaynaklanmaktadır. 
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6. SONUÇ 
 

Çalışmada düz dişli çarkın sonlu elemanlar metodu ile incelenmesi için yapılması gereken 
kabuller ve izlenen adımlar izah edilmiştir. Diş geometrisinin elde edilmesi ve sonlu eleman paket 
programında problemin ele alınma tarzı açıklanmıştır. Bu konuda literatürde yer alan mevcut dişli 
modellerinin incelenmesiyle, ikinci dereceden dörtgen elemanlardan oluşan yeni bir düz dişli çark 
sonlu eleman modeli geliştirilmiş ve  modellemeye ait bilgiler çalışmada sunulmuştur. Geliştirilen 
dişli modelinden elde edilen gerilme değerleri, 20 ila 40 arasındaki diş sayılarında literatürdeki 
değerler ile karşılaştırılmıştır. Tobe ve arkadaşlarının değerleri ile örtüştüğü, Chabert ve 
arkadaşlarının modelinden elde edilen neticelerle ise 26 ve altındaki diş sayısı değerlerinde aynı 
olduğu görülmüştür.  

Yüksek diş sayılarında literatürde yeralan tek bir dişten oluşan modelde kök bölgesi, 
uygulanan sınır şartlarından etkilendiğinden uygun netice vermemektedir.  Bu nedenle kök 
bölgesinin tamamen izole edildiği geliştirilen dişli modelinin kullanılması yerinde olacaktır. 
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