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ABSTRACT

In this article, under lack of knowledge the linear differential games are analyzed and a new solution method
is constructed. At this work, terminal set for linear differential games are taken as cylindrical set and in this set
the possibility of finishing game is shown.
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EKSIK BiLGi ALTINDA TAKiP PROBLEMININ COZUMUNE BiR YAKLASIM

OZET

Bu makalede, Eksik bilgi altinda lineer diferansiyel oyunlar incelenmis ve yeni bir ¢dziim yontemi
getirilmistir. Bu ¢aligmada lineer diferansiyel oyunlar i¢in bitis kiimesi silindir kiime olarak ele alinmistir ve

bu silindir kiimede oyunun bitirilmesinin miimkiin oldugu gosterilmistir.
Anahtar Sozciikler: Diferansiyel oyunlar, Takip problemleri, Eksik bilgi.

1. GIiRiS

Diferansiyel oyunlarin 6nemli pargas1 takip problemleridir. Diferansiyel oyunlar teorisi
baslangicta savag modelleri i¢in bir arag olarak gelistirilmistir [2].

Diferansiyel oyunlarin asil amaci diferansiyel denklemler ile verilen hareketlerin
catigmast durumlarini 6grenmektir. Bu teoriyle Rusya’da Pontryagin [9][8], Krasovsky [10],
Chikrii [5], Azimov [1] ve diger bilim adamlar1 ugragnmiglardir. Amerika ve Batida ise R. Isaacs,
Hajek, Lee ve Markus, M. Bardi [7] ve diger bilim adamlar1 ugrasarak bu alana 6nemli katkida
bulunmuslardir[2].

Amerika’daki ekolun basini ¢eken R. Isaacs [11] daha ¢ok uygulamali diferansiyel
oyunlarla ugragsmistir ve geometrik yaklagimlarla ¢6ziim yontemine dnem vermistir. Rusya’daki
ekolun ileri gelenleri ise teorik c¢alismalarda bulunmuslardir. Bu ¢alismada uyguladigimiz
yontemler Pontryagin’in diferansiyel oyunlardaki yaklagimina dayanmaktadir.

Bu makalede, Eksik bilgi altinda takip eden nesnenin takip edilen nesneyi
yakalayabilmesi kosullart incelendi. Phan Zuy Hai doktora tezinde [6] A. Ya. Azimov’un
yaklagimmi [1] eksik bilgili takip problemlerinin ¢6ziimii i¢in genellestirildi. Azimov’un
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¢alismasinda her iki oyuncunun kontrolleri integral kisitlamalidir. Hai’in ¢aligsmasinda ise eksik
bilgi altinda her iki oyuncunun kontrolleri integral kisitlamalidir. Bu ¢alismada, Azimov’un ve
Hai’in inceledigi problemdeki kisitlar degistirildi ve takip eden nesnenin kontroliinii integral kisit,
takip edilen nesnenin kontroliinii geometrik kisit olarak ele alinmig ve bu yeni kisitlar altinda
takip problemi incelendi.

2. EKSiK BILGi ALTINDA TAKiP PROBLEMI

Diferansiyel oyunlar uygulamali matematigin dnemli alanlarindan biridir. Burada asagidaki lineer
diferansiyel oyunlari incelenmistir. Z (t ) slireci

z(t) = Az(t) — Bu(t) + Cv(t) (1)
denklemi ile verilmigtir. Burada problemin kosullarini saglayan her f i¢in Z (l‘ ) eR",
u(®)e R”, v(t) e Rdir. Aynca A,Bve Csiasiyla nxn, pxnve gxn boyutlu
verilmis matrislerdir. Takip eden oyuncu u(f) kontroli ile Zz(f) yéringesini
Zy & M baslangi¢ noktasindan sonlu zamanda M bitis kiimesine getirmek istemekte, ikinci
oyuncu V(f ) kontroliinii kullanarak bu istege engel olmak istemektedir. Burada M bitis kiimesi

M, + M, seklinde silindir bir kiimedir (sekil 2.1). M alt uzay, M, ise L ‘de bir kiimedir.

Lise M | ’in R"de ortogonal tamamlayicisidir. Yani R'=M 1 @ L dir.

0y

MD
/ L\-
Sekil 1. M bitis kiimesi

IT: R" — L ortogonal izdiisiim matrisi olmak iizere Z(ll) € M oldugunda HZ(II) € Mo
olur. Bunun terside dogrudur.
u(t) ve v(t) kontrolleri

j lu(s)ds < p*. wr)eQ %)

sirasiyla integral ve geometrik kisitlamalari saglamaktadir. Burada Q c RY kompakt bir alt
kiimedir ve u(t) kontrolil ise karesi integrallenebilen fonksiyonlar sinifindandir.
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Takip Problemi : Oyle # stratejisi bulalim ki her V(¢) i¢in z(¢,) € M veya
Iz(¢) € M, olsun.

Tanm 1: Z, & M baslangi¢ noktas: icin oyle bir 1’ (ZO) >0 zamam vardir ve her keyfi
v() kontrolii i¢in dyle u() kontrolii kurulabilir ve (1) diferansiyel denkleminin Z(Z)

yoriingesi ¢, <T' (Zo) aninda Z(tl) € M olursa, oyunu Z, noktasindan sonlu zamanda
bitirmek miimkiindiir.

Takip eden oyuncu V¢ >0 igin takip edilen oyuncunun kontrolii hakkinda
baslangigtan itibaren belli bir zaman araliginda bilgi almamakta ve bu zamandan sonra ise aldig1
bilgi de gecikmeli olmaktadir. Bu ¢aligmada incelenen bu tip problemlere eksik bilgi altinda takip
problemi denir.

Bu tanimla ilgili olarak asagidaki sorular sorulabilir.

1) Hangi z;, & M baslangi¢ noktasindan oyunun bitirilmesi miimkiindiir?
2)  Oyunu bitiren u() stratejisi nasil kurulabilir?
3 T (ZO) zamani mevecut mu?

Burada takip eden oyuncu her f€[f,,T] icin {V(S)|S elz(t,), T(Z‘)]} y1
bilmektedir. Burada T ve f,, bilinmektedir. Her # > £, iin verilen 7(f) fonksiyonu siirekli,
diferansiyellenebilen monoton artan ve 7 (l‘o) >0, 7(¢t) <t dir. 7(t) fonksiyonu ve t,
zamani, takip eden tarafindan bilinmektedir. Demek ki takip eden [O,Z‘O] zaman araliginda
v(8) hakkinda higbir sey bilmemekte, t, anindan sonra her f aninda v(S) hakkinda
t —7(t) gecikmesi ile bilgi sahibi olmaktadir. u *(l‘ ). [0,#,] zaman araliginda takip edenin

kontrolii olsun. Buna gore

ly

. 2
J.Hu (l‘)” dt < pz olmahdr.
0

7=pt - [l a @
yazalim. '

Varsayim 1: Oyle siirekli operatdr fonksiyonu F' (S) :R? — R? varki

[T C =T1e" ™ BF (s),s €[t,,t,]. )
dir. Burada #; < T “dir. I? (t) sayisim asagidaki gibi tanimlanabilir.
t
I>() = sup j |F(sWw(z(s)i(s)| ds. t, <t<t, ©)
v(s)e {
o
Varsayim 2: Her ¢: £, <t <t i¢in p =/(f) olsun. @)
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Asagidaki kiimeleri goz Oniine alalim.

7(ty) t
H(t,t,)=1 [ T Cu(s)ds+ [ e Cu(s)ds|v(s) € 0,5 €[0,6]} ®
0 o(t)

G(t) = j.He(’_”ABw(s)ds j||w(s)||2ds <(p-10)) ©9)

) l
Burada H (¢,¢,) ve G(t) kiimeleri kompakt kiimelerdir.

Tamm 2. PcCR" , Q C R"  kiimeleri verilsin. Buna gore Pontryagin  farki
P*xQ= {x eR"

x+0cC P} seklindedir.

Varsayim 3:

M, £H(t,t)) =D, Vtelt,.t,] (10)
dir.

Varsayim 4: Asagidaki kosul saglansin:

fy
Me'| z, - j e Bu’(s)ds |e G(t,)+(M, * H(t,,1,)) (11)

0

Teorem: Z, & M baslangi¢ noktasindan baglayan oyun ¢ = ¢ | aninda bitmesi i¢in Varsayim 1

ila varsayim 4’lin saglanmasi yeterlidir.

Ispat: Varsayim 4’den £, < 5 <, igin w (s) vardir.

a-) ]I-HW (s)H2 ds < (p—U(t,)) (12)
Iy

b-) (9), (11) ve (12)’ den
to f
e z, - Ie_SABu*(s)ds — J.He(’lf‘Y)ABw*(s)ds +H(t,t)cM, (13)

0 t

elde edilir. V(S) , S € [O,tl] takip edilenin keyfi uygun bir kontrolii olsun. (13)’den asagidaki
denklem elde edilir.

ty 4
[e"| z, - .[e_SABu*(S)ds - jl_lce(t1 “MBw (s)ds +

0 t0

(1p) 4
(4=)4 (4=5)4
+ | Ile Cv(s)ds+ | Tle Cv(s)dseM, @14
0 (%)
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Bu problem i¢in takip eden oyuncunu kontroliinii asagidaki gibi kurulur:

u(s)z{ ' (s) ,s€[0,1,]

. 15)
F(s)W(z(s)i(s)+w (s) ,s€lty,4]
u(s) in uygun kontrol oldugunu gostermek gerekir. Bunun i¢in
] ) X 2 ] 2
J-”u(s)” ds = I u (S)H ds + I HF(S)V(T(S))T'(S) +w (S)H ds (16)
0 0 ly
(4)’den
ly
[lu @ ds=p* - 5° an
0
elde edilir.

\/ JLHF (s)(z(s))7(s)+ W' (S)H2 ds < \/JL”F (s)v(z’(s))r'(s)”2 ds + \/ JL Hw* (s)“2 ds (18)

<I(t)+ p—1(t) = p dir
(16)°daki ifade de

ol @ <\7 77 =5
0

] Iy
z(t,) ="z, - J. " Bu(s)ds + je(’l_S)ACv(s)ds

0 0

[ (1) 7(t)
=e"z, —J.e(t‘_S)ABu*(s)ds + .[ " Cv(s)ds + I e Cy(s)ds
0

(1) 0

—]e(’lS)AB(F(S)V(T(S))I"(S)+w*(s))ds+ j e 1Cv(s)ds

) (1)

ty 4 ]

— o (zo - je_SABu*(S)dS] — | "M BF (s)v(z(s))#(s)ds _je(tlfs)ABW*(S)dS
0 t )

4 (%) Ll

+I e"TTOCY(z(s)) 7 (s)ds + I e"MCy(s)ds + I e""MCv(s)ds

f 0 (1))

Burada 7 (I”) = § doniigiimii yapilirsa

(1) 4
j e"MCv(s)ds = je(t‘7T(r))ACV(T(’”))T.(”)d”

7(ty) 1y
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elde edilir. Buradan
N 4
Tz(¢,) =Tle" | z, - j e Bu’ (s)ds |- j e BF (s)(z(s))#(s)ds
0 f
7(ty)

t 4
~[T1e ™ B (s)ds + [ TTe" ™ Cu(z(s))#(s)ds + [ TIe"Cu(s)ds
0

) fy

Ul
+ I [Te" v (s)ds
(%)
olur. Varsayim 1’den
A ]
jne“' B (s)v(7(s))#(s)ds = j e Cy(z(s))#(s)ds
t lo
olduguna goére bu ifadeyi kullanilarak (14) dikkate ahindiginda Iz (l‘l) eM o sonucu elde
edilir. Sonug olarak takip edilen oyuncunun her uygun V(S) kontroliine karsi takip eden
oyuncunun (15)’de dyle bir M(S ) kontrolii kurulur ki Z, baslangi¢ noktasindan ¢ikan yoriinge
en geg f, zamaninda M alt uzayina gelir. Sonug olarak oyun ¢ = ¢ | aninda biter.

2. Uygulama

Ornek 1: Varsayalim ki takip eden oyuncunun hareketi

X+ox=u (19)
ile takip edilen oyuncunun hareketi ise

y+p=v (20)
ile verilsin. a > 0, ﬂ > 0 siirtiinme katsayis1 olup birer skaler say1, X, y,u,ve R" vektorler

ve u(t ) , V(l‘ ) kontrolleri 6l¢iilebilir ve asagidaki kosullar: saglayan kontrol fonksiyonlaridir.
[lu@| dt < p?.p>0 v <o @
0

ayrica her biri sirasiyla integral ve geometrik kisitlardir. € > 0 bir say1 olarak verilmistir. Oyun

(xo , yo) : ||x0 =Y ” > & baslangi¢ noktasindan baslamaktadir ve

||x(tl) - y(tl)” <€ (22)

oldugu zaman f = f, aninda da bitmektedir. Takip eden oyuncu V¢ > 0 aninda (xo,yo) i¢in
bilgi sahibidir.
Buna gore baslangi¢ kosullar (xo ,)'CO > Vo ,)'/0) ve O, ﬂ , 0,0 parametreleri hangi

kosullar1 saglamalidir ki oyun #, zamamnda bitsin. Yani (22)’deki ifade gerceklessin.
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Bu problemi ¢dzmek i¢in yukarida verilen Teorem’i uygulanir. (19), (20) ve (21) ile
verilen takip problemini (1)’deki diferansiyel oyun seklinde yazilmasi gerekir. (19) ve (20)
denklemleri asagidaki gibi yazilir.

Z,=—az, +u (23)
Z, ==, +Vv
Burada X =2, y =2, ve 2,2, € R" dur. (1)’deki A, B ve C matrisleri
-aFf 0 -F 0
A= ,B= ,C =
0 -pE 0 E

seklinde elde edilir. Burada 0 — (kxk) boyutlu sifir matrisi, E — (kxk) boyutlu birim matrisi ifade
etmektedir. (22)’den

M, ={z,2,)z = 2, (24)

lineer uzay1 elde edilir. Buna gore M1 L L oldugundan L = {(Z1 »Z, )|Z1 = _Zz} dir. M0

ise Mo = {(Z,—Z)

”Z ” < g} seklinde tanimlanir.

I1:R”" > R” ortogonal izdiisiim matrisini [T =[E  — E] seklinde ele alalim.

. t
VT >0 olsun. incelenen bu 6rnek igin Teorem’deki t, = 0 ve T(t) = E olarak ele alindi.

Varsayim 1°deki F' (S) U
F(s) =" P00 E 5e[0,T]
> b

N
seklinde bulanabilir. Burada 7(S) = — alnirsa;

(a-p)y-as+f

F(s)=e E

b}

B
o Ceaps
F(s)=e“"e? "E se[0,t]

dir. £, = 0 olduguna gore

]).Hu*(t)uz dt =0 dan Ib = p dir. Zz(t) sayisl
0

1
m[e(ﬁ—hz)t — 1} ,0<5¢< tl 25)

seklinde oldugu gosterilebilir.

B

i-) E <ao< ﬂ i¢in problemi incelenirse

P (1) < 2 g2
4
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1 . 2000 _
(25)’den I? (l‘) <—0'——— dir. Esitsizligin sag tarafindaki ifade monoton artan

4  (f-20)

2
(o3

1
oldugundan V¢ >0 igin [* (1) < ———.— dir. Buna gore 0>
20— 4

/ 1
P E ﬁ oldugu zaman varsayim 2 gerceklesir. (l‘ ,0) kiimesi

B

2,
H(t.0)= B 0:0] -
s

. . 1 e
seklinde bulunabilir. Burada V¢ igin — —

J2e
2

< — oldugu asikardur.

Eger > E olsaVt >0 igin H(2,0)C M, dir. Buradan V¢ >0 icin

M 0 = H (t, O) # (& dir. Bu buna gbre varsayim 3°de gergeklesir. Bulunan deger G(I)

kiimesinde yerine yazilirsa

) p P —2a
[ wtoyd < [ s o as < (pt0)

\/— olur.
0 0 0 2a

Bundan daha kiigiik olan

t t
- 1
Gty =4 [e““ws)ds|[[wis) ds <| p-Z

!e WS S!”WS” \) P 5 2a—ﬁ

kiimesini gz 6niine almdiginda V¢ i¢in G(¢) < G(¢) oldugu asikardur.

V2 o

M, % H(1,0)> 0———

B
V26 o

ii-) (11)’deki ifadeden Het‘AZO € G(l‘l) +B| 0; __E olup olmadigini incelenir ve

bunun varlig1 gosterilirse varsayim 4’iinde dogrulugu gergeklestirmis olur. Burada #; — 400

oldugu zaman HetlAZO — 0 olur. Aymi zamanda
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o 1

Nl—e™ o 1 p_f 20— 8

- - olur. Bu ise (11)’deki denklemi

e P2\ 2a-5 2o

saglar. Biitiin varsayimlar gergeklestirildigine gore oyun =, aminda da bitmektedir.

3. SONUC

Takip eden oyuncunun hareketi X + ax = 1 , takip edilen oyuncunun hareketi ise y + ,55/ =v

ile verilsin. Verilen & > 0 sayisma gére

i o 1 V0

E<a<,8, p>— |——.¢

2\ 2a-p p

kosullart saglandig takdirde her Zz, = [ZOI’ZOZ] : ”ZOI - 202” > & noktasindan baglayan

oyunun bitmesi miimkiindiir.

Bu ¢alismada lineer diferansiyel oyunlarda eksik bilgi altinda karigik kisitlamali takip
problemi incelenmis ve bazi kosullar altinda takip eden nesnenin takip edilen nesneyi
yakalayabilecegi ispat edilmistir. Bu ¢alisma ile ekonomi ve askeri alanlarda ¢ok sik kullanilan
lineer diferansiyel oyunlar teorisinin karigik kisitlamali problemlerin ¢dziimlerine bir 151k
tutulmustur. Bu teorik ¢aliymanin uygulamalari ilgili alanlarda yapilabilir. Ayrica bu ¢alisma daha
da gelistirilerek Lineer diferansiyel oyunlarda, karigik kisitlamali kontroller altinda kagma
(evasion) problemi incelenebilir.
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