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ABSTRACT 
 
In this article, under lack of knowledge the linear differential games are analyzed and a new solution method 
is constructed. At this work, terminal set for linear differential games are taken as cylindrical set and in this set 
the possibility of finishing game is shown.  
Keywords: Differential games, Pursuit problems, Lack of knowledge. 
    
 
EKSİK BİLGİ ALTINDA TAKİP PROBLEMİNİN ÇÖZÜMÜNE BİR YAKLAŞIM 
 
ÖZET 
 
Bu makalede, Eksik bilgi altında lineer diferansiyel oyunlar incelenmiş ve yeni bir çözüm yöntemi 
getirilmiştir. Bu çalışmada lineer diferansiyel oyunlar için bitiş kümesi silindir küme olarak ele alınmıştır ve 
bu silindir kümede oyunun bitirilmesinin mümkün olduğu gösterilmiştir.  
Anahtar Sözcükler: Diferansiyel oyunlar, Takip problemleri, Eksik bilgi. 
 
 
1. GİRİŞ  
 
Diferansiyel oyunların önemli parçası takip problemleridir. Diferansiyel oyunlar teorisi 
başlangıçta savaş modelleri için bir araç olarak geliştirilmiştir [2]. 

Diferansiyel oyunların asıl amacı diferansiyel denklemler ile verilen hareketlerin 
çatışması durumlarını öğrenmektir. Bu teoriyle Rusya’da Pontryagin [9][8], Krasovsky [10], 
Chikrii [5],  Azimov [1] ve diğer bilim adamları uğraşmışlardır. Amerika ve Batıda ise R. Isaacs, 
Hajek, Lee ve Markus, M. Bardi [7] ve diğer bilim adamları uğraşarak bu alana önemli katkıda 
bulunmuşlardır[2]. 

Amerika’daki ekolun başını çeken R. Isaacs [11] daha çok uygulamalı diferansiyel 
oyunlarla uğraşmıştır ve geometrik yaklaşımlarla çözüm yöntemine önem vermiştir. Rusya’daki 
ekolun ileri gelenleri ise teorik çalışmalarda bulunmuşlardır. Bu çalışmada uyguladığımız 
yöntemler Pontryagin’in diferansiyel oyunlardaki yaklaşımına dayanmaktadır.  

Bu makalede, Eksik bilgi altında takip eden nesnenin takip edilen nesneyi 
yakalayabilmesi koşulları incelendi. Phan Zuy Hai doktora tezinde [6] A. Ya. Azimov’un  
yaklaşımını [1] eksik bilgili takip problemlerinin çözümü için genelleştirildi. Azimov’un 
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çalışmasında her iki oyuncunun kontrolleri integral kısıtlamalıdır. Hai’in çalışmasında ise eksik 
bilgi altında her iki oyuncunun kontrolleri integral kısıtlamalıdır. Bu çalışmada, Azimov’un ve 
Hai’in incelediği problemdeki kısıtlar değiştirildi ve takip eden nesnenin kontrolünü integral kısıt, 
takip edilen nesnenin kontrolünü geometrik kısıt olarak ele alınmış ve bu yeni kısıtlar altında 
takip problemi incelendi.  
 
2. EKSİK BİLGİ ALTINDA TAKİP PROBLEMİ 
 
Diferansiyel oyunlar uygulamalı matematiğin önemli alanlarından biridir. Burada aşağıdaki lineer 
diferansiyel oyunları incelenmiştir. )(tz  süreci  
 

)()()()( tCvtButAztz +−=  (1) 
 

denklemi ile verilmiştir. Burada problemin koşullarını sağlayan her t  için nRtz ∈)( , 
pRtu ∈)( , qRtv ∈)( dir. Ayrıca A , B ve C sırasıyla nxn , pxn ve qxn  boyutlu 

verilmiş matrislerdir. Takip eden oyuncu ( )u t  kontrolü ile ( )z t  yörüngesini 

Mz ∉0 başlangıç noktasından sonlu zamanda M  bitiş kümesine getirmek istemekte, İkinci 

oyuncu ( )v t  kontrolünü kullanarak bu isteğe engel olmak istemektedir. Burada M  bitiş kümesi 

0 1M M+  şeklinde silindir bir kümedir (şekil 2.1). 1M alt uzay, 0M  ise L  ‘de bir kümedir. 

L  ise 1M ’in nR ’de ortogonal tamamlayıcısıdır. Yani 1
nR M L= ⊕  dir. 

 

 
 

Şekil 1. M bitiş kümesi 
 

: nR LΠ →  ortogonal izdüşüm matrisi olmak üzere 1( )z t M∈  olduğunda 1 0( )z t MΠ ∈  
olur. Bunun terside doğrudur.  
 ( )u t  ve ( )v t  kontrolleri  
 

∫
∞

≤
0

22)( ρdssu ,     Qtv ∈)(  (2) 

 

sırasıyla integral ve geometrik kısıtlamaları sağlamaktadır. Burada  qRQ ⊂  kompakt bir alt 
kümedir ve  u(t) kontrolü ise karesi integrallenebilen fonksiyonlar sınıfındandır. 

İ. Demir                                                                                                         Sigma 2005/4 



 
 

 17

Takip Problemi : Öyle u  stratejisi bulalım ki her )(tv  için Mtz ∈)( 1  veya 

01)( Mtz ∈Π  olsun. 
  

Tanım 1: Mz ∉0  başlangıç noktası için öyle bir 0)( 0 >zT  zamanı vardır ve her keyfi  

(.)v  kontrolü için öyle (.)u  kontrolü kurulabilir ve (1) diferansiyel denkleminin ( )z t  

yörüngesi )( 01 zTt ≤  anında Mtz ∈)( 1 olursa, oyunu 0z  noktasından sonlu zamanda 
bitirmek mümkündür.  

Takip eden oyuncu 0t∀ >  için takip edilen oyuncunun kontrolü hakkında 
başlangıçtan itibaren belli bir zaman aralığında bilgi almamakta ve bu zamandan sonra ise aldığı 
bilgi de gecikmeli olmaktadır. Bu çalışmada incelenen bu tip problemlere eksik bilgi altında takip 
problemi denir.  

Bu tanımla ilgili olarak aşağıdaki sorular sorulabilir.  
1) Hangi Mz ∉0  başlangıç noktasından oyunun bitirilmesi mümkündür?  

2) Oyunu bitiren (.)u  stratejisi nasıl kurulabilir? 

3) )( 0zT  zamanı mevcut mu? 

Burada takip eden oyuncu her ],[ 0 Ttt∈  için { }0( ) [ ( ), ( )]v s s t tτ τ∈ ’yı 

bilmektedir. Burada T  ve 0t  bilinmektedir. Her 0tt ≥  için verilen ( )tτ  fonksiyonu sürekli, 

diferansiyellenebilen monoton artan ve 0)( 0 ≥tτ , tt ≤)(τ  dir. ( )tτ  fonksiyonu ve 0t  

zamanı, takip eden tarafından bilinmektedir. Demek ki takip eden ],0[ 0t  zaman aralığında 

)(sv  hakkında hiçbir şey bilmemekte, 0t  anından sonra her t  anında )(sv  hakkında 

)(tt τ−  gecikmesi ile bilgi sahibi olmaktadır. )(* tu , ],0[ 0t  zaman aralığında takip edenin 
kontrolü olsun. Buna göre 

2

0

2*
0

)( ρ≤∫
t

dttu  olmalıdır. 

∫−=
0

0

2*22 )(~
t

dttuρρ  (4) 

yazalım. 
 

Varsayım 1: Öyle sürekli operatör fonksiyonu pq RRsF →:)(  var ki  
1 1( ( )) ( ) ( )t s A t s Ae C e BF sτ− −Π = Π , ],[ 10 tts∈ , (5) 

dir. Burada Tt ≤1 ’dir. 2 ( )l t  sayısını aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

0

22

( )
[0, ]

( ) sup ( ) ( ( )) ( )
t

tv s Q
s t

l t F s v s s dsτ τ
∈

∈

= ∫ , 10 ttt ≤≤  (6) 

Varsayım 2: Her t : 10 ttt ≤≤   için )(~ tl≥ρ  olsun. (7) 
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Aşağıdaki kümeleri göz önüne alalım. 
 

0( )
( ) ( )

0
0 ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) , [0, ]
t t

t s A t s A

t

H t t e Cv s ds e Cv s ds v s Q s t
τ

τ

− −
⎧ ⎫⎪ ⎪= Π + Π ∈ ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫  (8) 

 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤Π= ∫∫ − 22)( )(~)()()(
00

tldsswdssBwetG
t

t

t

t

Ast ρ  (9) 

 

Burada ),( 0ttH  ve )(tG  kümeleri kompakt kümelerdir. 
 

Tanım 2. ,n nP R Q R⊂ ⊂  kümeleri verilsin. Buna göre Pontryagin farkı  

 *P { } nQ x R x Q P= ∈ + ⊂ şeklindedir.  
 

Varsayım 3:  

0  *M 0( , )H t t ≠ ∅ , ],[ 10 ttt∈∀  (10) 
dir. 
 

Varsayım 4: Aşağıdaki koşul sağlansın: 
 

0

1 *
0 1 0

0

( ) ( )  *
t

t A sAe z e Bu s ds G t M−
⎛ ⎞

Π − ∈ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ( )1 0( , )H t t  (11) 

 

Teorem: Mz ∉0 başlangıç noktasından başlayan oyun 1tt =  anında bitmesi için Varsayım 1 
ila varsayım 4’ün sağlanması yeterlidir. 
 

İspat:  Varsayım 4’den 0 1t s t≤ ≤  için  *( )w s  vardır.    
 

a-) ( )
1

0

2 2*
1( ) ( )

t

t

w s ds l tρ≤ −∫  (12) 

b-) (9), (11) ve (12)’ den  
 

001
*)(

0

*
0 ),()()(

1

0

1

0

1 MttHdssBwedssBueze
t

t

Ast
t

sAAt ⊂+Π−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Π ∫∫ −−  (13) 

 

elde edilir. )(sv , ],0[ 1ts∈  takip edilenin keyfi uygun bir kontrolü olsun. (13)’den aşağıdaki 
denklem elde edilir.  
 

+Π−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Π ∫∫ −−

1

0

1

0

1 )()( *)(

0

*
0

t

t

Ast
t

sAAt dssBwedssBueze  

                        
0 1

1 1

1

( )
( ) ( )

0
0 ( )

( ) ( )
t t

t s A t s A

t

e Cv s ds e Cv s ds M
τ

τ

− −+ Π + Π ∈∫ ∫  (14) 

İ. Demir                                                                                                         Sigma 2005/4 



 
 

 19

Bu problem için takip eden oyuncunu kontrolünü aşağıdaki gibi kurulur: 
*

0
*

0 1

( ) , [0, ]
( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) , [ , ]
u s s t

u s
F s v s s w s s t tτ τ

⎧ ∈
= ⎨

+ ∈⎩
 (15) 

)(su  in uygun kontrol olduğunu göstermek gerekir. Bunun için 

01 1

0

2 22 * *

0 0

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )
tt t

t

u s ds u s ds F s v s s w s dsτ τ= + +∫ ∫ ∫  (16) 

 

(4)’den  
 

22

0

2* ~)(
0

ρρ −=∫
t

dssu  (17) 

elde edilir. 
1 1 1

0 0 0

2 22* *( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )
t t t

t t t

F s v s s w s ds F s v s s ds w s dsτ τ τ τ+ ≤ +∫ ∫ ∫  (18) 

1 1( ) ( )l t l tρ ρ≤ + − =  dir. 
(16)’daki ifade de  

ρρρρ =+−≤∫ 222

0

2 ~~)(
1t

dssu  

1 1

1 1 1( ) ( )
1 0

0 0

( ) ( ) ( )
t t

t A t s A t s Az t e z e Bu s ds e Cv s ds− −= − +∫ ∫  

           
0 01

1 1 1 1

0

( )( )
( ) ( ) ( )*

0
0 ( ) 0

( ) ( ) ( )
t tt

t A t s A t s A t s A

t

e z e Bu s ds e Cv s ds e Cv s ds
ττ

τ

− − −= − + +∫ ∫ ∫  

                 ( )
1 1

1 1

0 1

( ) ( )*

( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
t t

t s A t s A

t t

e B F s v s s w s ds e Cv s ds
τ

τ τ− −− + +∫ ∫  

0 1 1

1 1 1

0 0

( ) ( )* *
0

0

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )
t t t

t A t s A t s AsA

t t

e z e Bu s ds e BF s v s s ds e Bw s dsτ τ− −−
⎛ ⎞

= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

    
01 1

1 1 1

0 1

( )
( ( )) ( ) ( )

0 ( )

( ( )) ( ) ( ) ( )
tt t

t s A t s A t s A

t t

e Cv s s ds e Cv s ds e Cv s ds
τ

τ

τ

τ τ− − −+ + +∫ ∫ ∫  

Burada sr =)(τ  dönüşümü yapılırsa   
1 1

1 1

0 0

( )
( ) ( ( ))

( )

( ) ( ( )) ( )
t t

t s A t r A

t t

e Cv s ds e Cv r r dr
τ

τ

τ

τ τ− −=∫ ∫  
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elde edilir. Buradan  
0 1

1 1

0

( )*
1 0

0

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
t t

t A t s AsA

t

z t e z e Bu s ds e BF s v s s dsτ τ−−
⎛ ⎞

Π = Π − − Π⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
01 1

1 1 1

0 0

( )
( ) ( ( )) ( )*

0

( ) ( ( )) ( ) ( )
tt t

t s A t s A t s A

t t

e Bw s ds e Cv s s ds e Cv s ds
τ

τ τ τ− − −− Π + Π + Π∫ ∫ ∫
1

1

1

( )

( )

( )
t

t s A

t

e v s ds
τ

−+ Π∫  

olur. Varsayım 1’den  
1 1

1 1

0 0

( ) ( ( ))( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )
t t

t s A t s A

t t

e BF s v s s ds e Cv s s dsττ τ τ τ− −Π = Π∫ ∫  

olduğuna göre bu ifadeyi kullanılarak (14) dikkate alındığında 01)( Mtz ∈Π  sonucu elde 

edilir. Sonuç olarak takip edilen oyuncunun her uygun ( )v s  kontrolüne karşı takip eden 

oyuncunun (15)’de öyle bir ( )u s  kontrolü kurulur ki 0z  başlangıç noktasından çıkan yörünge 

en geç 1t  zamanında M  alt uzayına gelir.  Sonuç olarak oyun 1tt =  anında biter.  
 

2. Uygulama  
 

Örnek 1: Varsayalım ki takip eden oyuncunun hareketi  
 

uxx =+α   (19) 
 

ile takip edilen oyuncunun hareketi ise  
 

vyy =+ β  (20) 
 

ile verilsin. 0,0 >> βα  sürtünme katsayısı olup birer skaler sayı, , , , nx y u v R∈  vektörler 

ve ( )u t , ( )v t  kontrolleri ölçülebilir ve aşağıdaki koşulları sağlayan kontrol fonksiyonlarıdır. 

2

0

2)( ρ≤∫
∞

dttu , 0>ρ , ( )v t σ≤  (21) 

ayrıca her biri sırasıyla integral ve geometrik kısıtlardır. 0>ε  bir sayı olarak verilmiştir. Oyun  

ε>− 0000 :),( yxyx  başlangıç noktasından başlamaktadır ve  
 

ε≤− )()( 11 tytx   (22) 
 

olduğu zaman 1tt =  anında da bitmektedir. Takip eden oyuncu 0>∀t  anında  ),( 00 yx  için 
bilgi sahibidir.  

Buna göre başlangıç koşulları ),,,( 0000 yyxx  ve σρβα ,,,  parametreleri hangi 

koşulları sağlamalıdır ki oyun 1t  zamanında bitsin. Yani (22)’deki ifade gerçekleşsin.  
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Bu problemi çözmek için yukarıda verilen Teorem’i uygulanır. (19), (20) ve (21) ile 
verilen takip problemini (1)’deki diferansiyel oyun şeklinde yazılması gerekir. (19) ve (20) 
denklemleri aşağıdaki gibi yazılır. 
 

uzz +−= 11 α  (23) 

vzz +−= 22 β  
 

Burada 1zx = , 2y z=  ve 1 2, nz z R∈ dır. (1)’deki A, B ve C matrisleri  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

E
E

A
β

α
0

0
, ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

0
E

B , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

E
C

0
 

 

şeklinde elde edilir. Burada 0 – (kxk) boyutlu sıfır matrisi, E – (kxk) boyutlu birim matrisi ifade 
etmektedir. (22)’den  
 

{ }21211 ),( zzzzM ==  (24) 
 

lineer uzayı elde edilir. Buna göre LM ⊥1  olduğundan { }2121 ),( zzzzL −==  dir. 0M  

ise 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤−=
2

),(0
εzzzM  şeklinde tanımlanır. 

2: n nR RΠ →  ortogonal izdüşüm matrisini ][ EE −=Π  şeklinde ele alalım. 

0>∀T  olsun. İncelenen bu örnek için Teorem’deki 0 0t =  ve ( )
2
ttτ =  olarak ele alındı. 

Varsayım 1’deki ( )F s ’ü 
1 1( ) ( ( ))( ) t s t sF s e Eα β τ− − −= , ],0[ Ts∈  

şeklinde bulanabilir. Burada 
2

)( ss =τ  alınırsa; 

1( )
2( )
st s

F s e E
α β α β− − +

= , 

1
( )( ) 2( ) .

stF s e e E
β αα β −−= , 1[0, ]s t∈  

dir. 00 =t  olduğuna göre   

0 2*

0

( ) 0
t

u t dt =∫  dan ρ ρ=  dir. )(2 tl  sayısı  

 

12( )2 2 ( 2 )1 1( ) 1
4 2

t tl t e eα β β ασ
β α

− −⎡ ⎤≤ −⎣ ⎦−
, 10 tt ≤≤  (25) 

şeklinde olduğu gösterilebilir.  

i-) 
2
β α β< <  için problemi incelenirse 
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(25)’den 
( 2 )

2 21 1( )
4 ( 2 )

tel t
β α

σ
β α

− −
≤

−
 dir. Eşitsizliğin sağ tarafındaki ifade monoton artan 

olduğundan  0≥∀t  için 
2

2 1( ) .
2 4

l t σ
α β

≤
−

 dir. Buna göre 
4
1

)2(

2

⋅
−

≥
βα

σρ  veya 

1
2 2
σρ

α β
≥

−
 olduğu zaman varsayım 2 gerçekleşir. )0,(tH  kümesi  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

−

ββ
σ

β t
eBtH

21;0)0,(  

 

şeklinde bulunabilir. Burada t∀  için 
βββ

β

11 2
≤−

− t
e

  olduğu aşikardır.  

Eğer 
2
2
ε σ

β
≥  olsa 0≥∀t  için 0)0,( MtH ⊂  dir. Buradan 0≥∀t  için 

0  *M  ( ,0)H t ≠ ∅  dir. Bu buna göre varsayım 3’de gerçekleşir. Bulunan değer )(tG  
kümesinde yerine yazılırsa 

( )
α

ρ
α

αα

2
1)()()(

2

0

2

0

)(2

0

)(
ttt

st
t

st etldsswdsedsswe
−

−−−− −
⋅−≤⋅≤− ∫∫∫ olur.  

Bundan daha küçük olan 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−≤= ∫∫ −−

2

0

2

0

)(

2
1

2
)()()(ˆ

βα
σρα

tt
st dsswdsswetG  

kümesini göz önüne alındığında t∀  için )()(ˆ tGtG ⊂  olduğu aşikardır.  
 

0  *M 2 ( ,0) 0;
2

H t B ε σ
β

⎛ ⎞
⊃ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

ii-) (11)’deki ifadeden 1
0 1

2ˆ ( ) 0;
2

t Ae z G t B ε σ
β

⎛ ⎞
Π ∈ + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 olup olmadığını incelenir ve 

bunun varlığı gösterilirse varsayım 4’ünde doğruluğu gerçekleştirmiş olur. Burada +∞→1t  

olduğu zaman 00
1 →Π ze At  olur. Aynı zamanda  
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α
βα

σρ

βα
σρ

α

α

2
2

1
2

2
1

22
1 1 −

−
→⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

− − te
 olur. Bu ise (11)’deki denklemi 

sağlar. Bütün varsayımlar gerçekleştirildiğine göre oyun 1tt =  anında da bitmektedir. 
 
3. SONUÇ 
 
Takip eden oyuncunun hareketi uxx =+α , takip edilen oyuncunun hareketi ise vyy =+ β  

ile verilsin.  Verilen 0>ε  sayısına göre  
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koşulları sağlandığı takdirde her 0 01 02[ , ]z z z=  : ε>− 0201 zz  noktasından başlayan 

oyunun bitmesi mümkündür. 
Bu çalışmada lineer diferansiyel oyunlarda eksik bilgi altında karışık kısıtlamalı takip 

problemi incelenmiş ve bazı koşullar altında takip eden nesnenin takip edilen nesneyi 
yakalayabileceği ispat edilmiştir. Bu çalışma ile ekonomi ve askeri alanlarda çok sık kullanılan 
lineer diferansiyel oyunlar teorisinin karışık kısıtlamalı problemlerin çözümlerine bir ışık 
tutulmuştur. Bu teorik çalışmanın uygulamaları ilgili alanlarda yapılabilir. Ayrıca bu çalışma daha 
da geliştirilerek Lineer diferansiyel oyunlarda, karışık kısıtlamalı kontroller altında kaçma 
(evasion) problemi incelenebilir. 
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