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ABSTRACT 
 
In this study we obtained the formula of the regularized trace of the self adjoint operator which is formed by a 
second order differentiasl equation and non seperable boundary conditions. 
Keywords:  Eigenvalue, Ortonormal eigenfunction, Asymptotic behaviour, Regularized trace. 
MSC number/numarası:  34L05, 47A10. 
 
AYRILABİLİR OLMAYAN SINIR KOŞULLARI İLE VERİLMİŞ İKİNCİ MERTEBEDEN 
DİFERANSİYEL DENKLEMİN İZ FORMÜLÜ ÜZERİNE 
 
ÖZET 
 
Bu çalışmada ayrılabilir olmayan sınır koşulları ile verilmiş ikinci mertebeden diferansiyel denklem ile 
oluşturulan kendine eş bir operatörün düzenli izi için  formül elde edilmiştir. 
Anahtar  Sözcükler:  Özdeğer, Ortonormal özfonksiyon, Asimtotik davranış, Düzenli iz.  
 
 
 
1. GİRİŞ 
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ve 
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diferansiyel ifadeleri ve aynı 
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sınır koşulları ile oluşturulmuş kendine eş operatörleri sırasıyla  L  ve 0L   ile gösterelim. 

0L  operatörünün spektrumu { }∞=0n
2n4   kümesidir. Bu kümenin sıfır hariç her noktası 

katlılığı iki olan bir özdeğerdir. Sıfırın katlılığı ise birdir. 
0L  operatörünün özdeğerlerini { }kµ   ile gösterirsek; o zaman  
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şeklinde ifade edilir. 
Bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özfonksiyonlar ise , 

 

,x2cos2,x2sin2,1
210 π
=ψ

π
=ψ

π
=ψ  

dir. 
L operatörünün özdeğerelerini ≤λ≤≤λ≤λ≤λ n210   ile bu özdeğerelere 

karşılık gelen ortonormal özfonksiyonlar ise ,,,,, n210 ϕϕϕϕ   ile gösterelim.  
(1) diferansiyel ifadesi  ve ayrılmış sınır koşulları altında oluşturulan operatörün düzenli 

iz formülü ilk olarak Gelfand -Levitan [1] tarafından bulunmuştur. Daha  sonra aynı problem için 
düzenli iz formülü Dikiy [2] tarafından başka yöntemle elde edilmiştir. Düzenli iz formüllerine ait 
[3] –[18] çalışmaları gösterilebilir. 

Bu çalışmada biz Dikiy nin metodunu kullanarak (1) diferansiyel ifadesi ve (2) 
periyodik sınır koşulları ile oluşturulan L operatörünün düzenli izi için, yani 
 

( )∑
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serisi için bir formül elde edeceğiz. 
 
2. ÖZDEĞER VE ÖZFONKSİYONLARA AİT BAZI SINIRLANDIRMALAR  
 
Bu bölümde bize gerekecek olan  
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formülünü ispatlayalım.  Bunun için [2] ye benzer olarak ortonormal{ }kϕ   bazından  
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ortonormal bazına geçiş matrisi ( )∞ =0k,iiku  yi inceleyelim. Burada  ),(u kiik ψϕ=  dır.  ( )iku  
uniter matristir yani 
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2
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dir. 
Önce iku lar için bazı değerlendirmeler verelim. 

 

kkkk pL ψ+ψµ=ψ                                                                                                                        (4) 
 

olduğu açıktır. Buradan 
 

( ) ( ) ( )ikikkik ,p,,L ϕψ+ϕψµ=ϕψ  
 

ya da  
 

( ) ( ) ( )ikikkiki ,p,, ϕψ+ϕψµ=ϕψλ  
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elde edilir. Böylece,  
 

( )( ) ( )ikikki ,p, ϕψ=ϕψµ−λ  
 

olacaktır. 
Bu son eşitliğin karesini alarak i ye göre  0 dan ∞   a kadar toplam alalım. Bu takdirde 
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olur. Burada  )x(pmaxp
x0

0
π≤≤

=   dir. )x(p  in aşağıdaki şartları sağladığını varsayalım: 

1) )x(p  fonksiyonu,  L operatörünün özdeğerlerinin asimtotik ifadesinin  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+µ=λ
k
1Okk  

şeklinde olmasını sağlar, 

2) )x(p  fonksiyonu, ∫
π

=
0

0dx)x(p  eşitliğini sağlar. 

Bu şartları aşağıdaki sınırlandırmalarda gözönüne alacağız. (5) e göre, her doğal N 
sayısı için 
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dir. Buradan    
 
 
*)  Bu çalışmada C sabitleri farklı olabilir. 
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olduğu çıkar. Böylece, 
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olduğu açıktır. 
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dir. Buradan Nk <  için  
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elde edilir. 
Şimdi (3) ü ispatlayalım. 
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elde edilir. Böylece, 
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olduğunu ispatlamamız gerekir. 
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olduğu açıktır.  
 (8) in sağ tarafındaki birinci toplamı hesaplayalım. 
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)1N( +  çift sayı olmak üzere (6) dan yararlanarak  ( )∑∑
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bulunur. Son olarak ta yine )1N( +  çift sayı  olmak üzere ( ) 2
N1NN1N u ++ λ−λ  terimini 

sınırlandırırsak; 
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olacaktır. Böylece )1N( + in çift sayı olması durumunda  (9), (10), (11) ve (12) den  
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elde edillir. 
Benzer şekilde )1N( + in tek sayı olması durumunda da (13) ispatlanabilir. 
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olduğunu ispatlayalım. 
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olduğu açıktır. L  operatörünün özfonksiyonlarının asimtotik ifadesini gözönüne alırsak, buradan 
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elde ederiz. 
)1N( + çift sayı ve Nk <  olmak üzere (6) dan ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden 

yararlanarak aşağıdaki sınırlandırmalar yapılabilir: 
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Böylece buradan Nk <  için 
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elde edillir. (8) eşitliğinin ikinci toplamının terimlerinin mutlak değerinden oluşan 
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ifadesini sınırlandıralım. )1N( + çift sayı  olmak üzere (14) eşitsizliğine göre (16) nın sağ 
tarafındaki birinci toplam için 
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elde edilir. 
Yine )1N( + çift sayı olmak üzere,  (15) den yararlanarak (16) nın ikinci toplam için 
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bulunur. 
Şimdi de yine (15) den yararlanarak (16) nın üçüncü toplamını değerlendirirsek; 
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olur. Böylece )1N( + çift sayı  olmak üzere (16), (17), (18) ve (19) dan  
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elde edilir. Benzer şekilde )1N( + in tek sayı olması durumunda da bu eşitlik ispatlanabilir. 
(8), (13) ve (20) den (7) nin ve buradan da (3) ün ispatı elde edilir. 
 
3. DÜZENLİ İZİN HESAPLANMASI  
 
( ) nnn L, λ=ϕϕ  olduğu aşikardır. O halde 
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elde edilir. 
Benzer şekilde, N in tek sayı olması durumunda; 
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elde edilir. Bulduğumuz (22) ve (23) ifadelerinden 
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olduğu görülür. Böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış olur. 
Teorem: Eğer )x(p  fonksiyonu 1) - 2) şartlarını sağlıyor ise o zaman   
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dır. 
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