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ABSTRACT

Asymptotic formul is founded for the sum of negative eigenvalues of the operator L in L, [O,oo) space,

where L formed by I(y)= (p(x) y'(x)) —¢g(x)y(x) differantial expression and y(0) =0 bounded
condition,
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SONSUZ ARALIKTA VERILMIi$ iKiNCi MERTEBEDEN BiR DiFERANSIYEL OPERATORUN
NEGATIF OZDEGERLERININ TOPLAMI iCiN ASIMTOTiK FORMUL

OZET

Lz[O,oo) uzaymda [(y) = (p(x)y'(x))' —q(x)y(x) diferansiyel ifadesi ve y(0) =0 smir kosulu ile

olusturulan L operatdriiniin negatif 6zdegerlerinin toplami i¢in asimptotik formiil bulunmustur.
Anahtar Sozciikler: Kendine es operator, Negatif 6zdeger, Spectrum, Asimtotik.

1. GiRiS

p(x) ve ¢q(x) [0,00) araliginda tanimli ve asagidaki kosullart saglayan herhangi iki fonksiyon
olsun.
1) ¢; £ p(x) £ ¢, olacak sekilde ¢;,c, € (O, oo) sabitleri vardir.
2) p(x) fonksiyonu monoton azalmayandir ve siirekli tiireve sahiptir.
3) g(x) fonksiyonu siirekli, pozitif degerli ve monoton azalandir.
4) lim g(x)=0
X—>0
D(L) ile
a) y(x) ve y'(x) fonksiyonlari her sonlu [O,a] (ae (O,oo) ) araliginda mutlak siireklidir.
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b) ¥(0)=0

c) (p(x)y'(x))' € Ly(0,0) kosullarini saglayan tiim y € L,(0,0) fonksiyonlarinin kiimesini
gosterelim.

L:D(L) = Ly(0,00)
(L)(x) = ~(p()y' () —g(x)y(x)

kendine es operatdriinii gdz oniine alalm. L ye L, (0,%0) uzayinda

1) = ~(p()y' () ~q(x)y(x) (1
Diferansiyel ifadesi ve »(0)=0 smir kosulu ile olusturulan operatdr diyecegiz. L
operatOriiniin alttan yari-siirlt ve spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu bilinmektedir [1].

-4 £-4p <--<-4, <--- L operatdriiniin negatif 6z degerleri olsun. Bu ¢alisma da ¢ — +0
iken
Z 2 (6>0)
—A;<—¢

toplami icin asimtotik formiil bulunmustur. [2] c¢aligmasinda L operatoriiniin negatif 06z
degerlerinin sayis1 i¢in asimtotik formiiller bulunmustur. [3] caligmasinda operator katsayili bir
diferansiyel operatoriin negatif 6z degerlerinin sayisinin asimtotik ifadeleri bulunmustur. [4]
calismasinda L, (0,00) uzaymnda

L(y)=-y"(x) - q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve »'(0)=0 sinir kosuluyla olusturulan operatdriin negatif 6z degerlerinin
toplaminin asimtotik davranisi incelenmistir.

2. OZDEGERLER iCiN BAZI ESiTSIZLiKLER

q(x) fonksiyonu monoton azalan oldugundan tersi vardir. g(x) in ters fonksiyonu g(x) olsun.
Ayrica, ¢, g(x) fonksiyonunun tanim kiimesine ait olan ¢ < ¢(0) kosulunu saglayan bir say1

olsun.
Asagidaki operatorleri gdz oniine alalim:

1) L, [O,g(g)] uzayinda (1) ifadesi ve sirastyla  y(0) = y(g(g)) =0, y'(0)= y’(g(e)) =0
sinir kosullariyla olugturulan L' ve L" operatorleri
2) L, [xi_l ,xl-] uzayinda (1) ifadesi ve sirasiyla
y(xi)=y(x;)=0,
V(i) =y"(x)=0
sinir kosullartyla olusturulan L; ve L] operatorleri
3) Lyxigoxi] vzayinda  —p(x)y"(x) = g(x)(x)
Ifadesi ve y(x,;) = ¥(x;) =0 smir kosullartyla olusturulan L,-(l) operatdrii
) Ly[xiyx ] uzaymda  —p(x )y (0) = g(xi)y()
ffadesi ve y'(x;_;) = ¥'(x;) =0 simr kosullartyla olusturulan Li(z) operatoril

[0, g(g)] araligin1 uzunluklar
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(&)
_— 2
. @
e}
olan pargalara bdlelim. Burada &, g%(s)>2 esitsizligini saglayan herhangi bir pozitif say1 ve
kismi  gosterilmistir.

S=

ae(01) dir U ga(g)u ile g%(e) sayismin  tam
O0=xp<x; <xp <--<x,, =g(e) , [O,g(g)] araliginim boliintii noktalari olsun.

L, L, L", Li’ ve Li(l) operatorlerinin -4 dan (4 >0) kiigiik 6zdegerlerinin

sayist sirasiyla N(4), N'(1), N"(1), ni,(/l) ve ni(l)(/l) olsun. Ayrica

!
1 1
n; (e) = n, ve l’li( )(8) = ni( : olsun. [2] ¢caligmasinda
N'(¢) £ N(¢) £ N'(¢) 3)
ve Li’ < Li(l) Li" > Li(z) esitsizlikleri ispatlanmustir. (3) nin ispatina benzer sekilde
N'(1) £ N(A1) £ N"(1) Aze) 4)
esitsizlikleri ispatlanabilir. L, < L, esitsizliginden
! M
n; (4)2n;7(4) ®)
elde edilir. [S] R.Courant’ in varyasyon prensiplerinden dolay1
M
Nz n O (©)
i=1
dir [6]. (4), (5) ve (6) ten
M
Nz Y ) ™
i=1
bulunur. Li(l) operatoriiniin 6zdegerleri —u;y < —p;5 <—py3 <--- olsun.
nun kiigiik

Teorem 1: p(x) ve g¢(x) fonksiyonlar1 1), 2), 3) ve 4) kosullarin1 sagliyorsa ¢
pozitif degerleri i¢in

N(e) g(&) s
D [ o[ rwad-agt@
J=1 0 0

dir. Burada  f(x,&)=(37) " [2q(x)+ ¢ /% ve ¢y >0 bir sabittir.
p(x

ispat: L.V operatoriiniin 6zdegerleri

2
— Ui = P(xi)(m—”J —q(x;) seklindedir. Buradan
Xi = X1

1
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n® n

2
Z Him =Z [q(m—p(x,-)[x - ] }

m=1 i i-1

_zn()( ()+1X2n()+1)
6

= q(en" - p(x)?s

= g0 - 20

2O 5,0 1 31, ) + 0 ®)
elde edilir.

2
p(xi)(%ﬂj —q(x;) <~ esitsizliginden n, " igin

LA PR o PERE ©
T p(x;) ' 7 p(x;)

bulunur. (8) ve (9) den yararlanarak

(l)
g0 ¢ _ | pGn’
im = -1|-

Z” 2o )[ v pe) ] 657

z[qm)—s]%gaz g(x)-¢ 3 [q(x)-¢

z p(x;) z? P(x;) 7\ p(x)
Z q(x) |
j ~E D - ()~ )

p(x) g(x)—¢ 3q(xz-) &
-5 }— st 65\/17(X)(q(x) &)

p(x;)

-1 [q(x) - p(x)S [ g(x)—¢
= q(x;))on" ) - q(x;) i [ o00)

p(x
:%\/%{Q(xi)
35 \/qumw] 2q(x) -7 [pa(x) a0

bulunur.

q(x) -

f68)=0m)"2q(0) +¢
p(x)

alinirsa (10) dan

"i(l)
D i = 8 (x1,8) = 2q(x) = 57 PG )a(x) (11)
m=1

elde edilir. g(x) monoton azalan ve p(x) monoton azalmayan fonksiyonlar oldugundan her
sabit ¢ € (O,q(O)) icin f(x,&) fonksiyonu [0, g(s)] araliginda monoton azalandir. Dolayisiyla
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& (x;,6) = J' F(x;,8)dx > I F(x,6)dx (12)
dir. (11) ve (12) den

1
nM Xit1

X ttin = [ £ 0)dx = 2400~ 57 Jerq(0) (13)
m=1 x;

bulunur. (7) dan yararlanarak

a0

N(e) M n;
I (14)
Jj=1 i=l m=l

oldugu gosterilebilir. (13) ve (14) den

N(e) M-1 n,-(” M1 | Xis
2> iz Y | [ £exert =290~ 57 o290
=1 =l m=1 =
Xy
> j £ €)dx = 2g(0)M — 5 M Jerq(0) (15)

X
elde edilir. Ote yandan (2) den

5> g(g) _1 1*(1(8)>l

207 2° 2
M:%:[ga(g)u+l<2ga(5) (16)

bulunur. (15) den ve bu son iki bagintidan

N() g(e) )
Z/l > J' fxe)dx— | f(x,e)dx—c38% (¢) elde edilir. O
J=l 0 0
Li” ve Li(z) operatdrlerinin 6z degerleri sirastyla —71‘1” <= 7/i2'l <o ve
—yil(z) <—yi2(2) <.+ olsun. Ayrica Ll-” ve Li(z) operatérlerinin -4 dan (4 >0) kiiciik

olan 6z degerlerinin sayist sirastyla ni” (A) ve n[(z) (4) olsun. Li” > L,«(z) oldugundan

n () <n® () (17)

dir [5]. R. Courant ’ 1n varsayim prensipleri geregince

M

N"(2)< Zn, (A) (18)

i=1
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M
dir [6]. (4), (17) ve (18) denN(/l)SZn,-(z)(/i)+nl () elde edilir. Bu esitsizlikten
=2
yararlanarak
N(¢) M
) an an (19)
Jj=1 i=2 m=1

" "

esitsizligi ispatlanabilir. Burada nl-(z) = ni(z) (&) R ny =n; (&) alinmstir.

Teorem 2 : 1),2), 3) ve 4) kosullari saglaniyorsa ¢ > 0 1n kiigiik degerleri igin

N(¢) g(&) 2

z A; < — j (x,&)dx + c6JAf(x, &)dx +cgg®(¢) dir. Burada cg > 0 bir sabittir.
0

ispat: Li(z) operatoriiniin 6zdegerleri

2
m T
~ Vi = Py )(—( ) j —q(xiy) (m=1,2,--)
Xi =X
seklindedir. Dolayisiyla
e e 2
m—-rx
Z Vi _Z ‘I(xi—l)_p(xi—l)[(—)]
o Xi =X
2) 2) 2
o\ =1 20 —1
= Pq(xi) - plxi)z’o ™ b -1, - bu -1
(x )71' 2
e LC 0 Y ( ,(2)) 0, 20)

dir.

3 |abi-e @ 9 |qi) =2 @1
V4 p(x;_y) i p(xiq)

elde edilir. (20) ve (21) den yararlanilarak;

2
px;_ 1)[M] —q(x;_;)<—¢ ifadesinden
X —
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e 3

laCin—c || pGipe’|26° \/q(x,-_o—e g\/qm_])—s
Z i <405 1){ p(xip) ’ } 652 > p(x;1) +7f p(xip)

2
L PO D’ 5 9 |9
65> z\ p(xiop)
-i‘/w[q(x, D=l - e}q(m)
z\ p(oy)

~ L JpGeati —e) + = P<xz s q(xi_l)—£+£\/m+l
66 7\ plxi)

Lﬁz p(xi-1)

51{M{— (- + }'6](%‘1)
p(xz l)

2
+2—5\/p(x, DaCx) - &)+~ [q(x, 1= 8]+%

5 — 2
< ‘/%[ 4 1)+ }+f](0)+%\/czq(0)+(1(0)+C§;

bulunur. Burada 6 >% oldugu g6z oniine alinirsa

2)

n
\ 5 lq(xiq)-¢

$ <8 Oy e
~ 37\ p(xig)

e

D v <O fGxiase)ves (22)

m=1

elde edilir. Burada ¢4 >0 bir sabittir. Her sabit ¢ € (O,q(O)) icin f(x,&) fonksiyonu monoton
azalan oldugundan

Xi1 Xic1

F(xi1.6)= j F g e)dx < jf(x,s>dx 23)
Xi2 Xi2

dir. (22) ve (23) dan

e

D v < ff(x,-_l,e)dx+c4 (i=23,,m) (24)

m=1
Xi2

bulunur.(16), (19) ve (24) den
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" "

N(e) M | Xiz1 n ., g(e)
Zz <Y [readree |« Y n" < Jree s)dx+c4M+an
i=2 Xi s m=! 0 =!
g(¢) !
< [ oo+ 2e,e” @Y (25)
0 m=!

"

n ”
elde edilir. z Yim  toplamiigin
m=!

"

nl " 5
D i <es I f(x,8)dx +csg%(5) (26)
m=! 0

esitsizligi ispatlanabilir. (25) ve (26) den

N(¢) g(&) 2
z Aj < jf(x, &)dx + céjf(x, &)dx +cgg® (¢) bulunur. O
j= 0

3. NEGATIF OZDEGERLERIN TOPLAMI iCiN ASIMTOTiK FORMUL

Bu kisimda Teorem 1 ve Teorem 2 den yararlanarak ¢ — +0 iken Z/ij toplamu igin
—Aj<—¢
asimtotik formiil bulunacaktir. g(x) fonksiyonunun asagidaki kosulu sagladigini varsayalim:

d) Her 7 (O,oo) sayist igin

—1
lim g(x)x*™" = lim {4(x)xk*’7} =0
X—>00 X—>00

dir. Burada k, [O,%] araligina ait olan sabit bir sayidir.

Teorem 3: p(x) ve g(x) fonksiyonlarimin 1),2) ve 3) kosullarmn: sagladigini varsayalim. Ek
olarak ¢(x) fonksiyonu d) kosulunu saglasin. Bu durumda & — +0 iken

>4 =6a) [1+0(.9’°)]J. [2q(x)+£/q(xz)gdx

“Aj<e q(x)2e
asimtotik formiilii saglamr. Burada ¢ € (0,00) bir sabittir.
Ispat: Teorem 1 geregince € nun kii¢ilik pozitif degerleri i¢in

g(e)

>, '[f(x £)dx - j (o, 6)dx—c g% (&) @7)

—A;<—¢

dir. Teoremi ispatlamak igin bu esitsizligin sag tarafindaki terimleri ayr1 ayr1 sinirlandiralim g(x)
fonksiyonu monoton azalan oldugundan [O, g(28)] araliginda ¢q(x) > q(g(25)) =2¢ dir. Bu
nedenle
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g(e) g(2¢) J)—z g(2¢) J) -t yg(Zé‘) I
- /—_ -1 /—_ 2
If(x £)dx > J.[Zq(x) +¢ o) dx > ¢ ! o) dx > ¢ ! ) dx

d1r. p(x)<cy oldugundan buradan

g(e)

jf(x &)dx > ﬂcz /g(2£) (28)

elde edilir. g(x) fonksiyonu d) kosulunu sagladigindan

lim ¢(x)=0 (29)
X—>0
ve her 7 >0 igin

lim g(x)x"*" =0 (30)
x—0

dir. (29) den
lim g(g)= 31)
&0

bulunur. (30) ve (31) den lim q(g(Z.s))[g(Qg)]k "1 =0 elde edilir. Buradan € nun 1 ya bagli olan
-0
kiiglik degerleri i¢in
26[g(26)]" >2 yada

1

2Q28)>¢ 1 (32)

bulunur. (28) ve (32) den

2(e) 3_1
.[ Fe)dy >ycy 2 F (33)
0

elde edilir. (27) esitsizliginin ikinci tarafindaki J. f(x,&)dx integralini sinirlandiralim. g(x)

0
fonksiyonu (O,oo) araliginda d) kosulunu sagladigindan
q(x) < fi(ma* (0<n<k) (34)

olacak sekilde pozitif degerli bir fi(77) fonksiyonu vardir. Ote yandan p(x)>¢; (¢ >0)
oldugundan

s s
j f(x,8)dx = 3L J' [2g(x)+ & g -
0 e

p(x)
@) % o o S,

)
ﬁ! Jp(x) dx<£ qp(x) I W
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o 3(n-k) 3(77—k)+1
<cz+ o) | x 2 dy<er+ fr(p) & 2 (35)
1
dir. (2) esitliginden € nun kiigiik degerleri i¢in

5<[ge)] (36)

bulunur. (34) da x yerine g(¢) yazilirsa

a(g@®)< fimlg@) ™ yada

.
g@ <[y & 7 (37)
elde edilir. (35), (36) ve (37) den

5 _(1-a)[3(-k)+2]
jf(x, odx< fy(m) e 2D (38)
0

bulunur. Burada f3(7) (0<n<k), n ya bagh ve degerleri (0,00) araligina ait olan bir
fonklsiyondur. (37) den

a

o S
g'@=<[imlizy " (39)
elde edilir. (33), (38) ve (39) den
)
If (x, &)dx (—a)Bp=k)+2] 3 1
0 2(k-n) 2k
PO Sa(m)e (40)
[ e
0
@ () _a 3,1
g (& k-n 2 k+n
< fam e (4D
j F(xe)d
0
bulunur. £ #0 oldugundan
_a- 00(3(77 —k+ 2) 3 + ! ve -2~ 3 + fonksiyonlart m ya gore
2(k—n) 2 k+n k—-n 2 k+n

1n =0 noktasinda siireklidirler. Dolayisiyla her # >0 igin dyle bir 77 =7(¢t) >0 vardir ki
~ (1—04)(3(77—k)+2)_3+ I a@-3k)

(42)
2(k—mn) 2 k+n 2k
ve
a3 1 >2—3k—2a_t @3)
k-n 2 k+n 2k
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dir. Buraya kadar yapilan islemlerde o, (0,1) araligina ait olan bir sabit sayidir. Burada

— p— 2 p—
a= 223k , t =ty =min @2=367 ,—2 3k almirsa (42) ve (43) dan

4 16k 8k
- (1—a)[3(77—k)+2]_3+ L (2-3k)? L,

2(k—-n) 2 k+n 8k
2 2 2
L2307 @2-307 -3k )
8k 16k 16k

a 3 1 2-3 2-3 2-3 2-3
- - > - to > - = > to
k-n 2 k+n 4k 4k 8k 8k
elde edilir. (40), (41), (44) ve (45) den

)
J‘f(x, &)dx
0

1,
<cge'l
g(e) 8

j F(x,6)dx
0
g%(e)
g(e)

-([ f(x,&)dx

<cg :910

bulunur. Burada ¢g = f} (7](!0)) € (0,00) bir sabittir. (27), (46) ve (47) esitsizliklerinden

2 H
—/1/<—5

g(&)

-([ f(x,&)dx

>1- C98t0 (c9 € (0,00))

elde edilir. Teorem 2 den ve (46), (47) esitsizliklerinden
24
—A;<—¢
g(&)
I f(x,&)dx
0
bulunur. (48) ve (49) dan ¢ —» +0 iken

<1+ Clogto
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hI

g(_;/<_g —1=o0(s") ya da

If(x,g)dx

0

_;_jj =Gr)"! [1 + o(g’O)] J.[Zq(x)+ ] %dx

qg(x)z¢

asimtotik formiilii elde edilir.
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