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ABSTRACT

In this study, the Floquet theory, which is used for analysing the stability of nonlinear systems, is illustrated
using a ship roll model with angle dependent cubic damping, and cubic and quintic stiffness terms. A method
for obtaining the periodic solutions is illustrated by using a short time simulation is provided by the correct
simulation with the reduced transition states.
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FLOQUET TEORI iLE DOGRUSAL OLMAYAN SiSTEMLERIN KARARLILIK ANALIZi
OZET

Bu caligmada, dogrusal olmayan sistemlerin kararlilik analizinde kullanilan Floquet teori, agisal olarak kiibik
sondiriicii ve kiibik ve besinci sertlik terimlerine bagimli 6rnek bir geminin sallanma modeli lizerinde
sunuldu. Periyodik ¢oziimlerin elde edilmesinde dogru simiilasyonun yaninda azalan gegici hal durumlarn
sayesinde simiilasyon siiresinin kisaldig1 bir metot kullanildi.

Anahtar Sozciikler: Kararlilik, Floquet teori, dogrusal olmayan sistem, atlama olay1.

1. GIRiS

Diizenli deniz dalgalarinda yer alan bir geminin sallanma cevabi birinci dereceden serbestlige
sahip bir diferansiyel denklem sayesinde modellenebilmektedir. Tipik olarak &rnek modeller
statik kararlilik diyagraminin seklini karakterize eden dogrusal olmayan katilik terimlerini ve
yalpa omurgalarinin arkasinda olusan girdaplar veya siirtlinme direncinden dolay1 olusan etkileri
temsil eden dogrusal olmayan soniim terimlerini icermektedir. Bundan dolayi, ¢ok sayida
aragtirmaci tarafindan bu probleme g¢esitli dogrusal olmayan modeller ve analiz teknikleri
uygulanmaktadir [1-7]. Bu tekniklerden biride dogrusal olmayan bir sistemin periyodik
¢Ozliimiiniin dogrusal kararliligini tanimlamada kullanilan Floquet teoridir [3,4,6,7]. Bu teori,
sistemin matematiksel modeline uygulanir ve matematiksel model {izerinde yapilan
incelemelerden ilgili sistemin kararlilik — kararsizlik durumu anlasilir.

Nayfeh ve Khdeir 6rnek olarak dogrusal art1 kiibik sondiiriici ve dogrusal, kiibik ve
besinci sertlik terimlerini igeren birinci dereceden serbestlige sahip bir geminin sallanma
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modeline ¢ok zaman 6l¢ekli metodu uygulamis ve periyodik ¢oziimlerin kararliligini Floquet teori
ile incelemistir [3]. Nayfeh ve Khdeir gergeklestirdikleri bir baska ¢alismada dc giris (bias)
bileseninin dogrusal olmayan geminin sallanma hareketindeki periyodik davramigina etkisini
incelemis ve yine Floquet teori ile kararlilik analizini yapmustir [4]. Peyton Jones dogrusal
olmayan sistemler i¢in polinom formundaki harmonik denge denklemlerinin otomatik olarak
hesaplanmasint saglayan bir metot gelistirmis ve O6rnek olarak bir geminin sallanma modeli
tizerine uygulayarak elde edilen frekans cevabinda atlama olayini incelemistir [6]. Ayn1 zamanda
elde edilen frekans boyutundaki periyodik cevaplarin kararliligin1 Floquet teori ile ortaya koymus
ve analitik sonuglarin dogrulugunu sayisal simiilasyon sonuglari ile karsilastirmistir. Peyton Jones
ve Cankaya tarafindan aym teknik besinci dereceden sertlik teriminin yer aldigi gemi modeline
uygulanmig ve harmoniklerin periyodik ¢dzliimlere etkisi daha detayli bir sekilde ortaya konmusg
ve yine kararlilik analizi Floquet teori kullanilarak gergeklestirilmistir [7].

Floquet teori sadece dogrusal olmayan gemi modellerinin periyodik ¢6ziimlerinin
kararhiligin1 aragtirmada degil dogrusal olmayan yapiya sahip diger sistemlerin kararlilik
analizinde de kullanilmaktadir. Ornegin, Fu, Zheng ve Hou dénerli sistemlerde kullamlan ve
dogrusal olmayan dinamik bir yapiya sahip olan saft diskin hareketine ¢apraz veya enine olusacak
olan catlaklarin ve elastik bir yapiya sahip olan saft diskin dogrusal olmayan dinamik kararliliga
etkilerini Floquet teori ve Runge-Kutta metodunu kullanarak incelemistir [8]. Li ve Xu Floquet
kararlilik teorisini dogrusal olmayan dinamik sistem modellerinden biri olan Van der pol
denklemine uygulayarak genellestirilmis atis metodu sonunda elde edilen periyodik ¢éziimlerinin
kararliligini incelemede kullanmistir [9]. Lukomsky ve Gandzha’da harmonik denge yaklagimini
kullanarak Duffing osilatére ait subharmonik cevaplarin elde edilisini sunmus ve Floquet teori ile
kararlilik analizini gergeklestirmistir [10].

Sunulan bu makalede, dogrusal olmayan sistemlerin kararlilik analizinde kullanilan
Floquet teori tanitilmaktadir. 2. bdlimde sayisal simiilasyon metotlarinin kullanimi sonunda
maksimum sallanma cevabini ve bunun olustugu andaki frekans degerini gosteren frekans
cevabinin elde edilmesini saglayan bir metot sunulmaktadir. 3. béliimde ise Floquet teorinin nasil
kullanildig1 6rnek olarak besinci dereceden dogrusal olmayan terimin yer aldig1 geminin sallanma
modeli iizerinde sunulmaktadir. Son olarak, 4. bélimde de elde edilen sonuglarin Gzeti
verilmektedir.

2. SAYISAL SIMULASYON ILE FREKANS CEVABI

Bu calismada, simiilasyon islemleri 6rnek olarak siirekli zamanda dogrusal olmayan integro-
diferansiyel denklem modelinin 6zel bir uygulamasi olan geminin sallanma modeli iizerinde
gosterilecektir. Gemiye ait denklem modeli asagida goriildiigii gibi ifade edilir [3],

PO+2 up©+8, y O+, y(O)+05 y(©) +05 ()’ = 4, cos (1) (1

burada 2 £ ve J, sirasiyla dogrusal ve dogrusal olmayan sondiiriiciiyil, a),f dogrusal sertligi,

o, kibik, as’de besinci dereceden sertligi gostermektedir. Modele ait parametre degerleri

asagida goriildigi gibidir,

w,=527179; 06,=0.108; w©=0.0855; F=021; A4, =0.80°F ; 2)
a, =-1.691190] ; a; =0.63297w; ;

burada F (radians) giris dalga egimini gostermektedir.

Sisteme ait sayisal simiilasyon islemleri iki sekilde yapilabilir. Bunlardan birincisi,
sisteme ait faz degisim blok diyagraminin olusturuldugu ve Matlab’da yer alan sim komutunun
kullanildig1 bir program dahilinde sonuglara ulagmaktir. Yukaridaki gemi modeline ait rnek faz
degisim blok diyagrami Sekil 1°de goriilmektedir.
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*
Wave —p- | ’

Excitation - Ship Roll

»nl=
o=

0.171*u+0.108*u"3

linear + cubic damping

27.8562*u-47.1102*ur3+17.6322*u"5 ———

linear + cubic + quintic stiffness
Sekil 1. Geminin sallanma hareketine ait simulink modeli
Bu model Matlab’mn simulink toolbox’inda gerceklestirilir. Ikinci yol ise sisteme ait

diferansiyel denklem yapisinin Matlab’da yer alan ode45 komutu sayesinde ¢Oziimiini
gerceklestirmektir. ode45 komutunun kullanim formu Sekil 2°de goriilmektedir.

diferansiyel denklem modeline integralin sinirlart
ait fonksiyon dosyasinin adi t0 = 0; tfinal = 1028*T;

\ / tspan = [t0:tfinal/999:tfinal];

[t,y] = ode45('dif_denk',tspan,y0)
Ve

elde edilen cevaplar baslangi¢ degerleri
t=zaman y0 =[0;0];
y = t’deki ¢ikis cevabi

Sekil 2. ode45 komutunun kullanim formu.

Yukaridaki sunumdan da agik¢a goriildiigii gibi ode45 komutunun kullaniminda sim
komutunun ihtiya¢ duydugu sisteme ait simulinkdeki faz degisim blok diyagramina gerek
duyulmamaktadir. Sadece sisteme ait matematiksel modelin tanimlandigi fonksiyon dosyasinin
hazirlanmasi gerekir. ode45 komutunun kullanildigi ¢6zlim yapisinda 6ncelikle sisteme ait durum
degiskenleri belirlenir. Ornek sistem modeli ikinci dereceden bir diferansiyel denklem yapisina
sahip oldugundan x;, =x ve X, =X geklindedir. Daha sonra ¢dziimde kullanilacak olan

asagidaki yapiya kavusulur,

X =X, 3)

. 3 2 3 5
X, =2 X, =0, X; =@, X, =0 X, —0ls X, +U 4

denklemde yer alan sabitlerin degerlerine bagli olarak ¢6ziimde diizenli (periodic) veya diizensiz
(chaotic) bir davranis yapisi elde edilir.

Sayisal simiilasyon yoluyla elde edilecek olan sonuglarin dogrulugu yapilacak olan
simiilasyonun dogru temellere dayanmasina baglidir. Bu temeller baslangi¢ degerleri olarak
adlandirdigimiz yer ve hiz degisimi ile girig sinyalinin degisimindeki degerlerdir. Yer ve hiz
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degisimine ait baslangi¢ degerleri eger yukarida gosterildigi gibi bir simulink modeli iizerinde
calisiliyorsa integral katlarina girilmek suretiyle gergeklestirilir. Eger simiilasyon islemine
baslandiginda birinci frekans degeri icin baslangic degerleri bilinmiyorsa bu degerler sifir olarak
kabul edilir. Daha sonra devam eden her bir simiilasyonda bir 6ncekinin yer ve hiz degisimine ait
son degerleri baslangic degerleri olarak kullanilmak suretiyle islem yapilir. Ayni zamanda
simiilasyonda kullanilan sinyalin baslangi¢ ve bitis degerlerinin ayni noktada gerceklesmesi igin
simiilasyon siiresi kullanilan sinyalin periyoduna bagimli hale getirilir. Bunlarin dogru olarak
kullanim1 6zellikle dogrusal olmayan sistemlerin analizinde kendini gosterir. Bu teknik, dogru
simiilasyonun yaninda azalan gegici hal durumlan sayesinde simiilasyon siiresinin kisalmasina da

neden olmaktadir. Bu durum Sekil 3°de verilen geminin sallanma hareketine ait @ =3 rad/sn’deki
yer degisimlerinde agik¢a goriilmektedir. Sekil 3a’da sunulan simiilasyon sonucunda kararlilik
oncesindeki gegici hal durumlarinin genis bir zaman araligini kapladigi Sekil 3b’de ise hemen
hemen ortadan kalktigi gbéze c¢arpmaktadir. Gegici hal durumlarinin toplam simiilasyon
stiresindeki etkisi ozellikle genis bir frekans bandini kapsayan ve frekans araliginin ¢ok kiiciik
secildigi frekans cevaplarinin elde edilmesinde daha da belirgin hale gelir. Sunulan bu teknik
sayesinde sayisal simiilasyonun nasil gerceklestirilecegi hakkindaki daha detayl bilgiye 11 ve 12
numarali referanslardan ulasilabilir.

Yer degisimi y(1)
Yer degisimi y(i)

0 10 n 30 40 a0 60 QAL ! " - :

. 0 10 2 Ed 4 El B
Zaman (saniye) Zaman (saniye)

(a)y0=1[0;0] (b) y0 = [0.0802 ; 0.0067]

Sekil 3. Geminin sallanma hareketine ait @=3 rad/s’deki yer degisimleri

Burada kullanilan 6rnek model dogrusal olmayan bir yapiya sahip oldugundan frekans
cevabmin elde edilmesinde simiilasyonu yapilan frekansin degisim yonii 6nem tagimaktadir.
Dolayisiyla frekans cevabinin elde edilmesinde kullanilan zaman boyutundaki sonuglarin
degisimleri (sahip olduklari maksimum genlik degerleri) belirli bir bolgede farklilik gosterecektir.
Ornek olarak kullanilan geminin sallanma modeline ait atlama (jump) olaymin sergilendigi yer ve
hiz degisimlerine ait frekans cevaplart Sekil 4’de goriilmektedir. Bu cevaplar verilen her giris
uyariminin @ degeri igin gegici osilasyonlar ortadan kalktiktan sonra elde edilen kararli durum
cevaplarindan maksimum genlik degerlerinin segilmesiyle ortaya c¢ikmigtir. Goriildigii gibi
atlama olay1 girig sinyalinin artan yoniindeki frekans degerinin 4.01 (rad/s) ve azalan yoniindeki
frekans degerinin 3.52 (rad/s) kullanildigt durumlardan sonra ger¢eklesmistir. Burada kullanilan
giris sinyaline ait frekansin artan ve azalan yoniindeki degisimleri 0.01 adimlarla
gerceklestirilmistir.
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08 T T T T T T T 35

071 0B9021 4 1 L 29859

28655 <f4

]
i

05

ra

0.4

Maksimum y(t)

03
+1.3488

Maksimum v ')

02

013874
01 1
Fo 04923

2 3 4 5 B 7 g El 10
0 . . . . . . .
Temel Frekans (radfs) 7 3 ) 5 & 7 F] g 10

Temel Frekans (rad/s)
(a) (b)

Sekil 4. Geminin sallanma hareketine ait (a) yer degisimi (b) hiz degisimi.

=]
i

Elde edilen sonuglarin dogrulugu harmonik denge denklemlerinin hesaplanmasi
sonucunda elde edilecek olan analitik sonuglar ile karsilastirilarak ortaya konulabilir. Sunulan bu
caligmada harmonik denge denklemleri genellestirilmis harmonik denge metodu kullanilarak elde
edilmistir. Bu metoda gore sisteme ait frekans cevabinin elde edilebilmesi igin Oncelikle giris
uyartim frekansmnin belirli bir degerinde ¢ikis dalga formunun bilinmeyen genlik 4, , ve faz

[ o degerlerini veren klasik harmonik denge denklemleri ¢oziiliir. Daha sonra ilgilenilen frekans

bolgesine karsilik bu islem tekrarlandiginda sistemin frekans cevabi bulunmus olur.

1 numarali denklem modelinde tanimlanan birinci dereceden serbestlige sahip 6rnek
sisteme ait girig sinyalinin dalga formunda herhangi bir dc bilesen yer almadigi i¢in dogrusal
olmayan terimler sadece tekli derecelerden olugsan harmonikler iiretecektir. Buna gore cikis
sinyali i¢in asagida verilen dalga formu kullanilabilir,

y(t) = 4y cos(@rt + ¢y) + A3 cosBet + ¢y) (5)

Yukaridaki ¢tkis dalga formunda yer alan iiglincii harmonigin faz agisi ¢3 =¢; + 3¢, dir. Bu
kabuller dogrultusunda temel ve iigiincli harmoniklere ait tanimlama fonksiyonlari,

] 3]60 dz

3 )
Ny,l(AlaA:;aja)):%[Alz‘FzA}Z+A1A3ej¢3 [Al +18A3 —3A1A3e]¢3] (6)

5 . .
+%[A14 +34% 164242 +%A13A3e 93 4 4 Aye!?3 (2/112 +342 )}

' 3
N, 3 (Ay, Ay 3 jeo) =223 : {2/11 A2 ; Afe‘f%}ﬁf“; 92 [6A2+27A3 —3—A3 —m} R

3

2
2305|348 b 64242+ A P 4 eI Ay,
8 24;
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seklinde bulunur. Sisteme ait tanimlanan girig sinyali ve yukarida elde edilen 6 ve 7 numaral
denklemlerin kullanimi sonucunda harmonik denge denklemlerine ait asagidaki 6zel form elde
edilir,

4 [(ja))Z + 2@ +a),zl TNy (AI,A3,ja))] = Aue_ml ®)
A3ej¢3 [(3](0)2 +6,uja)+a)3 +Ny,3(A1,A3,3ja))] =0 ©)

Elde edilen 8 ve 9 numarali denge denklemleri i¢in islem yapildiginda Sekil 5’de (diiz
ve kesikli gizgiler) goriilen frekans cevabi ortaya c¢ikar. Goriildiigii gibi elde edilen analitik ve
say1sal simiilasyon sonuglari tamamen birbiriyle uyum icerisindedir.

Maksimum y(t)

02

01

2 3 4 5 5 7 8 9 10
Temel Frekans (rad/s)

Sekil 5. Geminin sallanma hareketine ait analitik (diiz ve kesikli ¢izgiler) ve simiilasyon
(kiigiik daireler) sonuglar1

3. FLOQUET TEORI iLE KARARLILIK ANALIZi

Sayisal simiilasyon sonucunda elde edilen dogrusal olmayan geminin sallanma hareketindeki yer
degisimine ait ¢oziim Y(z), bu ¢6ziimle ilgili olan kiigiik miktardaki uyartim degeri de v(?) ile
gosterilirse, v(z) nin zamana gore degisimi azaldiginda ortaya ¢ikan sonuglar kararli olacaktir.
v(t)’nin degisim siirecini ifade eden s6zde degisken denklem, 1 numarali denklemde y(?) = Y(?) +
v(t) yazilarak ve v(#)’de yalnizca dogrusal olan terimler birakilarak bulunabilir,

i}+[2y+3d2Y2]\>+[a)j+30@Y2+5%Y4 v=0 (10)

elde edilen 10 numarali denklem, dogrusal ve ikinci mertebeden homojen bir diferansiyel
denklem oldugundan v,(z) ve v,(¢) adinda lineer bagimsiz iki tane ¢6ziimii vardir. Genel ¢oziim,
temel ¢oziim kiimesinin dogrusal bir kombinasyonu olarak karstmiza ¢ikar. Ozellikle 11 ve 12
numarali denklemlerde belirlenen 4 matrisinin a,, seklindeki ifadeleri tekillik olugturmayacak

tarzda belirlenmelidir. 10 numarali denklemdeki katsayilar 1 =27/ periyoduna sahip
olduklarindan v;(¢+7) ve v,(t+T) ayn1 zamanda temel ¢6ziimiin dogrusal bilesenidir ve,

w(t+T)=a, v ©)+a, v, @) (11)
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v (t+T) =0, ) +ay vy () (12)
seklinde yazilirlar. ﬂ, 'nin A matrisinin 6z degerlerinden biri oldugu durumda,
V; (l +T) =ﬂ, ) (l) i¢in, ayn1 zamanda bir tane v;(?) ¢6ziimii olmalidir. Daha genel bir ifadeyle,
bu

v, ¢ +nT)=% v, (1) (13)

esitligini dogrular ve uyartim degeri, |ﬂ,| <1 kosulu i¢in zayiflamaya baslar. Bu ¢dziimler normal

veya Floquet ¢oziimleri olarak adlandirilir.

350 T T T T T T T 09

300 1 ”E'/—\

07r

250
06

200 0sr

150 04r

03r

#,'In Mutlak Degeri
A,'nin Mutlak Degeri

100
02r

0
01

0 . . . L . ] L |
2 3 4 5 5 7 g El 10 2 3 4

Temel Frekans (rad/s) Temel Frekans (rad/s)

(a) (b)
Sekil 6. Ozdegerlerden (a) 4, ’in, (b) A, *nin degisimi.

A matrisinin her iki 6z degerinin de mutlak degeri 1’den kiiciik olursa, sayisal simiilasyon
yoluyla elde edilen ¢oziimler kararli olacaktir. Bu hesaplama islemini yapabilmek i¢in, dncelikle
a,, seklinde ifade edilen matris elemanlariyla ilgili olarak ifadelerin elde edilmesi gerekir. Bu
ifadeler 10, 11 ve 12 numarali denklemler sayesinde,

wO)=1,v,00=0 > a=v) ., a=n) (14)
ve
wO)=1,v,0=0 > a=v), a,=n) (15)

seklinde 14 ve 15 numarali denklemler incelendiginde dogru baslangic kosullari segilerek
tanimlanabilir. a;; ve a;, degerleri 14 ve 15 numarali denklemlerde tanimlanmis olan v;(?)’ye
iliskin baslangi¢ kosullarina bagli olarak [0 ... T] araliginda sayisal integrasyon islemine tabi
tutularak elde edilebilir. vy(?) i¢in belirlenmis olan baslangi¢c kosullar1 kullanilarak benzer bir
islemle a,; ve a,; elde edilir. Bundan sonra 4 matrisinin 6z degerlerini bulmak ve son olarak da
sayisal simiilasyon ¢oziimlerinin kararliligint hesaplamak zor degildir. Bu konudaki daha detayli
bilgiye 3, 4, 7 ve 13 numarali referanslardan ulasilabilir.

Floquet kararlilik analizinin sayisal simiilasyon yoluyla elde edilen periyodik sonuglara

uygulanmasiyla Sekil 6’da goriilen /1] ve /12 6zdegerlerine ait mutlak degerler elde edilir. Sekil
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6b’den goriildigi gibi /12 ’nin mutlak deger sonuglart birim degerin altinda olusmaktadir. Buna

karsilik ﬂ1 ’in mutlak deger sonuglara bakildiginda birim degerin iistiinde elde edilen sonuglar
goriilmektedir. Bu durum Sekil 7’°de daha agik bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir.

12

?1.1'il"l Mutlak Degeri

2 3 4 5 5 7 ] 9 10
Temel Frekans (rad/s)

Sekil 7. Ozdegerlerden 22 ‘nin degigimi.

Goriildagi gibi w > 5.45 degerleri igin elde edilen |ﬂ1| ve |ﬂz| sonuglari birim degerden kiigiik
oldugundan sayisal simiilasyon yoluyla elde edilen periyodik sonuglarin kararli oldugu anlagilir.
Buna karsilik @ ’nin 5.44 degerine bakildiginda |ﬂ2| ’nin birim degerden kii¢lik oldugu |ﬂ1| ’in
ise 1.0305¢e ulast1g1 dolayisiyla elde edilen periyodik sonucun kararsiz oldugu anlasilir. Periyodik

sonuglarin kararlilik bolgesinden kararsizliga gegisini gosteren frekans degerleri ile birlikte |/11|

ve |ﬂz| ‘nin sahip oldugu sayisal degerler Cizelge 1’de toplu olarak goriilmektedir. Elde edilen

periyodik sonuglarin kararsizligi Sekil 6 ve 7°den de goriildiigii gibi frekansin azalan yoniindeki
atlama frekansina kadar siirmektedir. Ancak kararsizlik durumunun tanimlandigi bu noktalar
pratik uygulamalarda elde etmek miimkiin degildir.

Cizelge 1. Floquet teoriye gore elde edilen sinir degerleri

@ A, 4
5.4400 1.0305 0.0506
5.4500 0.9759 0.0540

4. SONUC

Bu calisgmada, dogrusal olmayan bir sistemin periyodik ¢Oziimiiniin dogrusal kararliligini
tanimlamada kullamlan Floquet teori sunulmustur. Ornek olarak kiibik séndiiriicii ve kiibik ve
besinci sertlik terimlerinin bulundugu birinci dereceden serbestlige sahip bir geminin sallanma
modeline uygulanmistir. Modele ait periyodik ¢dziimlerin elde edilmesinde dogru simiilasyonun
yaninda azalan gecici hal durumlar ile sayisal simiilasyon siiresinin kisaldigr bir teknik
kullanilmistir. Bunun sonucunda elde edilen frekans cevabinda da dogrusal sistemlerden farkli
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olarak sadece dogrusal olmayan sistem modellerinde goriilebilen atlama olay1 grafiksel olarak
sergilenmistir.
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